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嶺 幸太郎（筑波大学 数理物質科学研究科）

本稿はRoe [7] 2.3節およびその周辺話題の概説を目的としたものである. 位相空間の一般的な
コンパクト化の復習から始め, なるべく関数解析の知識を用いずに述べるよう試みた. 学部生でも
読めるよう全体にわたって丁寧な証明を心がけたつもりである.

1 Gel’fand-Naimark理論とコンパクト化
この節では, コンパクト化の一般論における必要最低限の知識について概説する. より詳しい事

情については Engelking [2]を参照されたい.

1.1 導入

自然数全体および整数全体, 実数全体, 複素数全体の集合をそれぞれN, Z, R, Cと表す. また, 位
相空間にはハウスドルフの分離性1を常に仮定すると約束しよう. 本稿では, 次の自明でない主張
(ティーチェの拡張定理)を何度も用いる. 証明は, 位相空間論の一般的な参考書を参照されたい.

定理 1.1 (Tietze). 正規空間2X の閉集合 Aおよび連続関数 f : A → [0, 1]に対して, f̃ |A = f を
満たす連続関数 f̃ : X → [0, 1]が存在する.

次はウリゾーンの補題と呼ばれる主張である. ティーチェの拡張定理の系としても得られる.

系 1.2 (Urysohn). 正規空間X の互いに交わらない閉集合A, Bに対して, f(A) = {0}, f(B) =

{1}を満たす連続関数 f : X → [0, 1]が存在する.

位相空間Xを稠密に含むコンパクト空間 X̃ をX のコンパクト化 (compactification)という.

本稿では, コンパクト化とはハウスドルフ・コンパクト化のみを指す. したがって, 次の事実によ
り暗黙のうちに我々はXをコンパクトでないチコノフ空間3であるとして話を進める.

事実 1.3. 位相空間Xのハウスドルフ・コンパクト化が存在するための必要十分条件はXがチコ
ノフ空間となることである.

Proof. もしハウスドルフ・コンパクト化 X̃ が存在するとすれば, X̃ は正規空間であるから, とくにチコノ
フ空間である. したがって, その部分空間であるX もチコノフ空間である. 逆に, X がチコノフ空間である
とすれば, X の Stone-Čechコンパクト化 (定義は次項)はX のハウスドルフ・コンパクト化である.

1位相空間 X の任意の異なる 2点 x, y ∈ X に対して, これらを分離する開集合 U, V ⊂ X が存在する (すなわち,
x ∈ U , y ∈ V , U ∩ V = ∅)とき, X をハウスドルフ空間 (Hausdorff space)と呼ぶ.

2互いに交わらない任意の閉集合 A,B ⊂ X において, これらを分離する開集合 U, V ⊂ X が存在する (すなわち,
A ⊂ U , B ⊂ V , U ∩ V = ∅) とき, このようなハウスドルフ空間X を正規空間 (normal space)という.

3ハウスドルフ空間 X がチコノフ空間 (Tychonoff space) であるとは, f(F ) = {0}, f(x) = 1 なる連続関数
f : X → [0, 1]の存在がX の任意の閉集合 F およびその外側の点 x ∈ X \ F に対して言えることである. ウリゾーン
の補題により, 正規空間はチコノフ空間である.
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Xのコンパクト化 X̃に対して, ∂X := X̃ \ X をコンパクト化の剰余 (remainder) あるいは境
界 (boundary)と呼ぶ. Xが局所コンパクト4であるとき ∂Xはコンパクトであり, X自身は X̃の
開集合となっている:

事実 1.4. 局所コンパクト空間Xのコンパクト化 X̃において, Xは X̃の開集合である.

Proof. 任意の x ∈ X に対して, X における xのコンパクト近傍K を取る. このとき, X は X̃ の部分空間
であるから, X̃ における xの開近傍 U で, U ∩ X ⊂ K を満たすものが存在する. X は X̃ において稠密で
あったから, U ∩ X は開集合 U において稠密となる. ゆえに, U ⊂ cl

�X
(U ∩ X) ⊂ cl

�X
K = K. したがって

U ⊂ X であり, X は X̃ の開集合である.

X のコンパクト化全体で構成されるクラスを K(X)で表そう. K(X)上には, 次のような向き
“≤”および同値関係 “∼”が定義できる.

定義 1.5. コンパクト化 γX, δX ∈ K(X)において q|X = idX なる連続写像 q : δX → γX が存在
するとき γX ≤ δX と書く. γX ≤ δX かつ δX ≤ γX が成立するとき γX ∼ δX であると関係
“∼”を定義すれば, これは同値関係となる. 更に, K(X)/∼にも “≤”により自然に向きが定義され,

(K(X)/∼,≤)は順序集合となる. 以下, 順序集合 (K(X)/∼,≤)を略してK(X)と書く.

事実 1.6. コンパクト化に順序関係をもたらす写像は境界を境界に写す. すなわち, q|X = idX な
る連続写像 q : δX → γXについて, q(δX \ X) = γX \ X.

Proof. まず q(δX \ X) ⊂ γX \ X を示そう. 任意の z ∈ δX \ X に対して, zに収束する有向点列 xλ ∈ X
(λ ∈ Λ) を取る. もし q(z) ∈ X とすれば, qの連続性よりX 上の有向点列 q(xλ) = xλは q(z)に収束し, ゆ
えに δX において xλは二つの収束先 z, q(z)をもつ. これは δX のハウスドルフ性に矛盾する. したがって
q(z) ∈ γX \ X.

δX はコンパクトであるから, q(δX)はX を含む γX 上の閉集合である. γX において, γX = clγX X,
すなわち γX は X を含む最小の閉集合であるから γX ⊂ q(δX)となり, とくに q は全射となる. ゆえに
q(δX \ X) = γX \ X.

事実 1.7. γX ∼ δXならば, γXと δXは同相 (≈)である.

Proof. q1|X = q2|X = idX を満たす連続写像 q1 : δX → γX, q2 : γX → δX を取れば, q2 ◦ q1|X = idX で
ある. したがって, q2 ◦ q1と idδX は稠密部分集合X で一致する連続写像であるから q2 ◦ q1 = idδX . 同様に
q1 ◦ q2 = idγX となり, q1は q−1

1 = q2を満たす同相写像となる.

事実 1.8. 順序集合K(X)は上半完備束5である. 更に, Xが局所コンパクト空間ならばK(X)は完
備束である.

事実 1.8は明らかではなく, あとで述べる関数環を通した対応関係 (定理 1.11)から導かれる.

K(X)の最大元が Stone-Čechコンパクト化である. X が局所コンパクト空間のとき, その最小元
は 1点コンパクト化になる.

4各点がコンパクトな近傍をもつ空間を局所コンパクト空間という. 局所コンパクト空間は, 1点コンパクト化 (定
義は次項)を持つので正規空間の部分空間となる. ゆえにチコノフ空間である.

5順序集合が上半完備束 (complete upper semilattice)であるとは, 任意の部分集合がその順序において上限を
持つことと定義する. 任意の部分集合が上限および下限を持つ場合は完備束 (complete lattice)という.
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パラコンパクト性についても少しだけ述べておこう. 任意の開被覆が, 局所有限6な開被覆によ
る細分を持つ位相空間をパラコンパクト空間 (paracompact space)という. パラコンパクト空
間の閉部分空間はパラコンパクトである. また, 距離空間はパラコンパクト空間であり, パラコン
パクト空間は正規空間になることが知られている. 次の事実は, 幾何的な考察が行える大概の局所
コンパクト空間はパラコンパクトであることを意味している.

事実 1.9. コンパクト集合の可算和で表せる局所コンパクト空間はパラコンパクト空間である.

Proof. X の局所コンパクト性を用いれば, 各 n ∈ NについてKn ⊂ intX Kn+1 を満たすようなコンパクト
集合Knの和としてX は表現できる. K−1 = K0 = ∅とする. 各 An := Kn \ intX Kn−1 (n ∈ N)はコンパ
クト集合であり, X =

⋃
n∈� Anとなる. また, |i − j| ≥ 2 (i, j ∈ N) ならばAiと Aj は交わらない.

さて, X の任意の開被覆 U に対して, Vn := {U ∩ ((int Kn+1) \Kn−2) | U ∈ U , n ∈ N }とすれば, Vnは
Anの開被覆であり, Anのコンパクト性より Vnは有限部分被覆 V ′

nを持つ. このとき V :=
⋃

n∈� V ′
nはX

の開被覆であり, また U の細分である. Vnの取り方から, |n − m| ≥ 2ならば V ′
nの各元は Amとは交わら

ず, これは V が局所有限であることを意味する.

本稿では, 技術的な理由から次の事実 1.10に述べる状況を要請するために何度か空間のパラコ
ンパクト性を仮定する. また, これ以外の理由では補題 3.13においてのみパラコンパクト性を用
いる. 位相空間X の部分集合Aが相対コンパクト (relatively compact) であるとは, その閉包
clX Aがコンパクト集合になるときをいう.

事実 1.10. パラコンパクト空間Xの相対コンパクトでない部分集合Aは, Xにおける離散無限部
分集合7を含む.

Proof. F := clX Aはコンパクトでないから, 有限部分被覆を持たない F の開被覆 U が存在する. F のパラ
コンパクト性から局所有限な U の細分 Vを取れば, Vも有限部分被覆を持たず, とくに V は無限個の集合を
含む集合族である. 各 V ∈ V に対して, xV ∈ V ∩Aを取ればD := {xV | V ∈ V } は無限集合である. 何故
なら, もしDが有限であるとすれば, 無限個の V の元に含まれるような z ∈ Dが存在し, これは V の局所
有限性に反してしまう. DがXの離散部分集合となることを示すには, F が閉集合であることから, Dが F
の離散部分集合となることを示せば十分である. 任意の点 x ∈ F に対して, V の局所有限性から十分小さい
xの近傍 U を取れば, U ∩Dは有限集合となる. したがって, ハウスドルフの分離性によりDとの共通部分
が 1点以下になるよう更に小さな xの近傍を取ることができる. これはDが閉集合であり, 更に離散集合と
なることを意味する.

1.2 コンパクト化と関数環

Xを定義域とする実数値有界連続関数全体をC∗(X)で表そう. なお, Roe [7]では実数値ではな
く複素数値関数を扱っており, 確かに, そのほうが望ましい部分もある. 一方, 他のいくつかの文献
では実数値として扱っていること, またコンパクト化により分かりやすいイメージを与えることを
鑑み, まずは実数値関数について話を進めてみたい. 複素数値関数で考える場合は, この項で述べ
る “実バナッハ環”をすべて “C∗環”に置き換えて読み直せば良い.

6X の部分集合族 U が局所有限 (locally finite)であるとは次を満たすことと定義する: ∀ x ∈ X , ∃ Vx: xの近傍
s.t. { U ∈ U | U ∩ Vx �= ∅ }は有限集合.

7X の閉集合Aの各点が孤立点となるとき (すなわち, ∀ a ∈ A, ∃ U ⊂ X : aの近傍, s.t. A∩U = {a}), AをX の
離散部分集合 (discrete subset)という. 自分自身が離散部分集合になる位相空間を離散空間 (discrete space) と
いう. 離散空間を定義域とする任意の写像は連続であり, とくに濃度の等しい離散空間は同相である.
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さて, 一様ノルム ‖f‖ := supx∈X |f(x)| による位相を入れれば, 自然な和と積の演算に関して
C∗(X)は実バナッハ環8となる. C∗(X)の単位元 1は全ての値を 1 ∈ Rにとる定数関数のことであ
る. C∗(X)の単位的9部分バナッハ環でX の位相を生成するもの全体をA(X)と書こう. ここで,

A ⊂ C∗(X)がXの位相を生成する (generate)とは, Aのすべての元を連続にするようなXの最
弱位相が元の位相に一致することである. Xはチコノフ空間でありAが代数構造を持つことから,

これはX の任意の閉集合とその外側の点を分離する関数がAの中に存在することと同値である.

C∗(X)自身がA(X)に属するためA(X)は空集合ではない.

単位的可換C∗環とコンパクト・ハウスドルフ空間の間には一対一の対応があることが知られて
いる (1.5項参照). これをXのコンパクト化に限って読み直すと次が成立する.

定理 1.11. チコノフ空間Xに対して, (K(X),≤)と (A(X),⊂)は順序同型である.

定理 1.11を証明するために順序同型S : K(X) → A(X),およびその逆写像T : A(X) → K(X)を
定義しよう. 各 γX ∈ K(X)に対して, γXに連続関数として拡張可能なX上の関数全体を S(γX)

とする. つまり,

S(γX) := { f |X | f ∈ C∗(γX) } ⊂ C∗(X).

Xは γXの稠密部分集合であることから, S(γX)とC∗(γX)はバナッハ環として同型 (�)である.

更に, C∗(γX)が γXの位相を生成することから, S(γX)がXの位相を生成することが分かる (つま
り S(γX) ∈ A(X)). 一方, 各A ∈ A(X)に対して, Xから無限直積空間RAへの写像 eA : X → RA

を eA(x) := (f(x))f∈Aと定義すればAがXの位相を生成することから eAは埋蔵写像である. この
とき eA(X) ⊂ ∏

f∈A[−‖f‖, ‖f‖]であり, チコノフの定理10により
∏

f∈A[−‖f‖, ‖f‖]はコンパクト
であるゆえ, eA(X)の閉包

T (A) := cl�A eA(X) ⊂
∏
f∈A

[−‖f‖, ‖f‖]

はコンパクト空間となり, これはXのコンパクト化と見なせる. なお, T (A)はAの極大イデアル
空間に一致する (例 1.47). S ◦ T = idA(X)を示すにあたり, 次の Stone-Weierstrassの近似定理
は必須である:

定理 1.12 (Stone-Weierstrass). コンパクト・ハウスドルフ空間K において, C∗(K)の単位的
部分多元環 AがK 上の各点を分離する (すなわち, ∀ z �= z′ ∈ K, ∃ f ∈ A s.t. f(z) �= f(z′)) な
らばAは C∗(K)の稠密部分集合となる. とくに, 多項式環R[x]は C∗([0, 1])において稠密となる
(Weierstrassの近似定理).

命題 1.13. S ◦ T = idA(X). すなわち, Xのコンパクト化 T (A)上に拡張するX上の実数値有界連
続関数全体はAに一致する.

8バナッハ空間が,和やスカラー倍との間の分配法則・結合法則を満たす積の構造をもち (したがって多元環 (algebra)
である),ノルム条件 ‖f ·g‖ ≤ ‖f‖‖g‖を満たすとき,バナッハ環 (Banach algebra)という. とくに実数体上のバナッハ
環を実バナッハ環 (real Banach algebra)という. (複素)バナッハ環が対合 ∗を持ち, C∗ノルム条件 ‖f∗ ·f‖ = ‖f‖2

を満たすときC∗環 (C∗-algebra)という. 詳しい定義は各参考書を参照されたい.
9単位元 1を含む多元環を単位的 (unital)という. バナッハ環においては ‖1‖ = 1を仮定する.

10コンパクト空間による直積空間はコンパクト空間である.
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Proof. X̃ := T (A)と置き, S(X̃) = Aを示そう. f ∈ Aに対して射影 prf : RA → Rの制限
f̃ := prf | �X は f の拡張と見なすことができる. 実際, 任意の x ∈ Xについて

f̃(eA(x)) = prf (eA(x)) = f(x)

であり, いま我々は x ∈ X と eA(x) ∈ RA を同一視していたのであった. ゆえに A ⊂ S(X̃).

Ã := { f̃ | f ∈ A }と置き, Ã = C∗(X̃)が示せれば, それぞれの X への制限を考えることで
A = S(X̃)を得る. ÃがC∗(X̃)の稠密部分集合であることは Stone-Weierstrassの近似定理から直
ちに得られる. 実際, 任意の z, z′ ∈ X̃ ⊂ RAに対して, z �= z′ならば, prf(z) �= prf(z

′)を満たす
f ∈ Aが存在し, このとき f̃(z) �= f̃(z′)である. したがって, 近似定理により ÃはC∗(X̃)の稠密部
分集合となる. Ãと Aは等長ゆえ, Ãは完備距離空間であるから, とくに C∗(X̃)の閉集合である.

以上より Ã = C∗(X̃).

定理 1.11の証明. S ◦T = idA(X)は既に示した. まず T ◦S = idK(X)を示そう. 任意に γX ∈ K(X)

を取り, X̃ := T (S(γX))と置く. S(γX)の任意の元 f は γXへの連続な拡張 f̃ を持つことから, 埋
め込み eS(γX) : X → X̃ ⊂ RS(γX)は連続写像 ẽ : γX → RS(γX)に拡張する (任意の z ∈ γX につ
いて ẽ(z) := (f̃(z))f∈S(γX) とすればよい). X̃は ẽ(X)を含むコンパクト集合であるから ẽ−1(X̃)は
X を含む γX の閉集合であり, ゆえに γX に等しい. したがって ẽ(γX) ⊂ X̃ であり, 更に ẽ(γX)

は e(X)を含むコンパクト集合なので ẽ(γX) = X̃となる. 制限 ẽ|γX : γX → X̃ が単射であること
を示せば, これは同相写像であることが分かり, γX ∼ X̃ を得る. 任意の z �= z′ ∈ γX に対して,

f̃(z) �= f̃(z′)を満たす f̃ ∈ C∗(γX)を取る. f := f̃ |X ∈ S(γX)とすれば, prf ◦ẽと f̃ は定義域 γX

の稠密部分集合X上で一致する連続関数であるから prf ◦ẽ = f̃ . ゆえに ẽ(z) �= ẽ(z′)であり, ẽ|γX

は単射となる. 以上より T ◦ S(γX) = γX.

次に S が順序を保つことを示す. γX ≤ δX とすれば定義により q|X = idX なる連続写像 q :

δX → γXが存在する. 任意の f ∈ S(γX)に対して, f の γXへの拡張を f̃ とすれば, f̃ ◦ qは f の
δXへの拡張である. したがって f ∈ S(δX).

最後にT が順序を保つことを示そう. A, B ∈ A(X)およびA ⊂ Bとする. 自然な射影pr : RB →
RAにおいて pr(T (B)) ⊂ T (A)となることを示せば, 制限 pr |T (B) : T (B) → T (A)が T (A) ≤ T (B)

を導く写像となる. pr(T (B)) ⊂ T (A)は, 上で示した ẽ(γX) ⊂ X̃と同様の議論で示される.

コンパクト化を考えるということは, 境界に連続的に拡張できる関数を決めることに他ならな
い. 次はコンパクト化の特徴づけの一つとして, しばしば用いられる.

系 1.14. Xの二つのコンパクト化 γX, δXが同値であるための必要十分条件は, S(γX) = S(δX)

となること, すなわち, それぞれのコンパクト化に拡張するX上の実数値有界連続関数全体が一致
する事である.

C∗(X)の部分バナッハ環および順序同型 T から色々なコンパクト化が得られることが分かった.

ここでは特に分かりやすいものについて列挙しておこう.

定義 1.15. 　

• Stone-Čechコンパクト化 βX := T (C∗(X)). Xの閉集合からなるフィルターを用いた定義
もあり, それとの同値性は例えば系 1.14を用いるなどして示される. すなわち, X̃ ∈ K(X)
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が βX と同値であるための必要十分条件は, 任意の f ∈ C∗(X)が X̃ 上に連続な拡張を持つ
ことである.

• Smirnovコンパクト化 uUX := T (Cu(X,U)). ただしCu(X,U)は一様空間 (X,U)を定義域
とする有界な一様連続関数全体とする.

• Higsonコンパクト化 hEX := T (Ch(X, E)). ただしCh(X, E)は粗空間 (X, E)上のHigson関
数 (2.2項で定義する)全体とする.

Stone-Čechコンパクト化は非常に複雑な空間であり, とくに第 1可算公理すら満たさず, した
がって距離付け可能11になることはない.

事実 1.16. βNの境界上の各点は可算近傍基を持たない.

Proof. ω ∈ βX\Xが可算近傍基N := {Nn | n ∈ N}を持つと仮定して矛盾を導こう. N ′
n :=

⋂n
i=1 Ni

と置きなおすことで, { N ′
n | n ∈ N }はN ′

1 ⊃ N ′
2 ⊃ N ′

3 ⊃ · · · を満たす ωの近傍基となる. そ
こで, 任意の n ∈ Nについて xn ∈ N ∩ N ′

nをとれば, xnは ωに収束する. 部分列を取ることで,

各 xnはすべて異なると仮定してよい. an := x2n, bn := x2n+1とおけば, これらも ωに収束する.

A := { an | n ∈ N }およびB := { bn | n ∈ N }は互いに交わらない閉集合であるから f(A) = {0},
f(B) = {1}を満たす連続関数 f : N → [0, 1]が存在する. 命題 1.13により f は f̃ : βN → [0, 1]に
連続に拡張し,

ω ∈ clβ� A ∩ clβ� B ⊂ f̃−1(0) ∩ f̃−1(1) = ∅.
こうして我々は矛盾を得た.

一方, よく知られたコンパクト化に対して, 対応するバナッハ環を求めておくことも重要である.

例 1.17. 局所コンパクト空間Xの 1点コンパクト化 αX := X ∪ {∞}とは, 次で定義される位相
によるコンパクト化のことである:

{ U ⊂ X | U : Xの開集合 } ∪ { αX \ K | K : Xのコンパクト部分集合 }

このとき, S(αX) = C0(X)+である. ただし C0(X)+ := { f ∈ C∗(X) | ∃ lim
x→∞

f(x) }. ここで, 極

限 “r = lim
x→∞

f(x)”は次の省略表現とする:

∀ ε > 0, ∃ K ⊂ X : コンパクト, s.t. x ∈ X \ K ⇒ |f(x) − r| < ε.

T (C0(X)+)における無限遠点は∞ =
(

lim
n→∞

f(x)
)

f∈C0(X)+
∈ RC0(X)+ で表される.

例 1.18. Gromov双曲空間のGromovコンパクト化に対応するバナッハ環は, Roe [6] により与え
られている.

C0(X)+は, 単位元を持たないバナッハ環C0(X) := { f ∈ C∗(X) | limx→∞ f(x) = 0 } に形式的
に単位元を付加したバナッハ環に等しい (つまりC0(X)+ � C0(X)⊕R). 有界連続関数がC0(X)+

の元かどうかを判定するにあたり, 次の命題 1.20がある.

11ある距離空間と同相になる位相空間を距離付け可能 (metrizable) であるという.
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補題 1.19. 局所コンパクト空間Xについて, 点列 xn ∈ X (n ∈ N) が∞ ∈ αXに収束することと
{ xn | n ∈ N }がXの離散部分集合になることは同値である.

命題 1.20. 局所コンパクトなパラコンパクト空間Xおよび f ∈ C∗(X)について,次は f ∈ C0(X)+

であるための必要十分条件である:

∀ xn, yn ∈ X, xn, yn −→ ∞ (n → ∞) =⇒ |f(xn) − f(yn)| −→ 0 (n → ∞).

Proof. f ∈ C0(X)+が条件を満たすことは明らかである. f が条件を満たせば f ∈ C0(X)+となる
ことの対偶を示そう. f /∈ C0(X)+とすれば, 定義により次が成立する:

∀ r ∈ cl� f(X), ∃ δ(r) > 0, ∀ K ⊂ X : コンパクト, ∃ xK,r ∈ X \ K s.t. |f(xK,r) − r| > δ(r).

さて, cl� f(X)のコンパクト性より cl� f(X) ⊂ ⋃n
i=1 B(ri, δ(ri)/2)を満たす有限個の ri ∈ cl� f(X)

(i = 1, · · · , n)が存在する. このときX =
⋃n

i=1 f−1(B(ri, δ(ri)/2))であり, X はコンパクトでな
いので f−1(B(ri0 , δ(ri0)/2))が相対コンパクトにならないような ri0 が見つかる. そこで事実 1.10

より, f−1(B(ri0 , δ(ri0)/2))に含まれる X の離散部分集合 { yn | n ∈ N }を取ろう. 更に, 集合
A := { xK,ri0

| K ⊂ X : コンパクト }も相対コンパクトでないのでAに含まれるXの離散部分集
合 { xn | n ∈ N }を取る. このとき補題 1.19より xn, yn −→ ∞であり, ε = δ(ri0)/2において xn, yn

の取り方から |f(xn) − ri0 | > 2ε, |f(yn) − ri0 | < εである. ゆえに |f(xn) − f(yn)| > εとなり条件
の否定が示された.

次の命題は, 局所コンパクト空間Xにおいて

A(X) = { A ⊂ C∗(X) | AはC0(X)+を含むバナッハ環 }

と書けることを意味している.

命題 1.21. 局所コンパクト空間XおよびC∗(X)の単位的部分バナッハ環Aに対して, AがXの
位相を生成することとC0(X)+ ⊂ Aは同値である.

Proof. C0(X)+ ⊂ Aとすれば, C0(X)+自身がX の位相を生成するので, AもX の位相を生成す
ることは明らかである. 逆に, AがXの位相を生成するとする. T (A)はXのコンパクト化であり,

1点コンパクト化 αXは最小のコンパクト化であるから αX ≤ T (A). この両辺に Sをかませるこ
とでC0(X)+ = S(αX) ⊂ S(T (A)) = Aを得る.

以上の内容は, 実バナッハ環を C∗環に, つまり実数値関数を複素数値関数に置き換えても全く
同じ議論が成立する. すなわち, Xを定義域とする複素数値有界連続関数全体を C∗(X)と置き, X

の位相を生成する C∗(X)の単位的部分C∗環全体をA� (X)とすれば, 次が成立する.12

定理 1.22. チコノフ空間Xに対して, (K(X),≤)と (A� (X),⊂)は順序同型である.

12複素数値版の Stone-Weierstrassの近似定理は次のような主張である: コンパクト・ハウスドルフ空間 K におい
て, C∗(K)の単位的部分 C∗ 環AがK 上の各点を分離する (すなわち, ∀ z �= z′ ∈ K, ∃ f ∈ A s.t. f(z) �= f(z′)) なら
ば A = C∗(K)である.

7



ここで,諸々のコンパクト化の定義が実バナッハ環とC∗環の場合で一致するのか, Smirnovコンパ
クト化を例に確認してみよう. Xの一様構造を固定し, 実数値有界一様連続関数環Cu(X) ∈ A(X)

に対応するコンパクト化を u�X, 複素数値有界一様連続関数環 Cu(X) ∈ A� (X)に対応するコンパ
クト化を u� Xと書こう. 定理 1.22の順序同型を S� : K(X) → A� (X)とする.

事実 1.23. u�X ∼ u� X.

Proof. u� X ≤ u�Xを示すために任意に f ∈ Cu(X)を取る. Cの実軸および虚軸をRと同一視し,

Cからこれらへの射影を pr1, pr2とおこう. このとき fi := pri ◦f ∈ Cu(X) (i = 1, 2)となることは
明らかで, fiはu�Xへ連続な拡張 f̃iをもつ. 写像 f̃ := f̃1× f̃2 : u�X → R2 = Cは fの拡張であり,

ゆえに f ∈ S� (u�X). つまり Cu(X) = S� (u� X) ⊂ S� (u�X)であり, 定理 1.22から u� X ≤ u�X

を得る.

逆向きの不等式 u�X ≤ u� X を示そう. 任意の g ∈ Cu(X)に対して, R ⊂ Cより gは Cu(X)

の元と見なせるので, gの u� X への連続な拡張 g̃ : u� X → Cが存在する. このとき, X が u� X

の稠密部分集合であることから g̃(u� X) ⊂ Rを得る. ゆえに g ∈ S(u�X)である. 以上より
Cu(X) = S(u�X) ⊂ S(u� X)であり, 定理 1.11より u�X ≤ u�X.

備考 1.24. Stone-Čechコンパクト化や Higsonコンパクト化においても上の事実と同様の証明に
より, 実数値版と複素数値版の定義は一致する.

1.3 閉集合の分離条件による特徴づけ

2つのコンパクト化の間に順序が定まるかどうかを判定する手段として, 次の命題がある.

命題 1.25. Xを位相空間 X̃の稠密部分集合とし, Kをコンパクト空間とする. 連続写像f : X → K

が X̃ 上に連続に拡張するための必要十分条件は, 互いに交わらない任意の閉集合A, B ⊂ Kに対
して, cl

�X f−1(A) ∩ cl
�X f−1(B) = ∅ となることである.

Proof. 必要性は明らかゆえ十分性のみ示そう. 互いに交わらない任意の閉集合A, B ⊂ K につい
て, cl

�X f−1(A) ∩ cl
�X f−1(B) = ∅ であると仮定する. 任意の z ∈ X̃に対して, N(z)を zの X̃ にお

ける開近傍全体とする. F(z) := { clK f(X ∩ N) | N ∈ N(z) }とおけば, F(z)はKの閉集合族で
あり, 任意有限個のN1, · · · , Nn ∈ N(z)を取れば

∅ �= f(X ∩ N1 ∩ · · · ∩ Nn) ⊂ clK f(X ∩ N1) ∩ · · · ∩ clK f(X ∩ Nn)

ゆえ F(z)は有限交叉性を持つ. K はコンパクトなので
⋂F(z) �= ∅である.

⋂F(z)が 1点集合
になることを示そう. もし 2点以上の点 y, y′ ∈ ⋂F(z)を含むとすれば, y ∈ V および y′ ∈ V ′,
clK V ∩ clK V ′ = ∅ を満たす開集合 V, V ′ ⊂ Kが取れる. このとき仮定より,

cl
�X f−1(clK V ) ∩ cl

�X f−1(clK V ′) = ∅.

とくに, cl
�X f−1(V ) ∩ cl

�X f−1(V ′) = ∅ である. したがって z /∈ cl
�X f−1(V )または z /∈ cl

�X f−1(V ′)
の少なくともいずれか一方が成立する. z /∈ cl

�X f−1(V ) として話を進めよう. このとき X̃ \
cl

�X f−1(V ) ∈ N(z)であるから, clK f(X \ cl
�X f−1(V )) ∈ F(z)である. ゆえに y ∈ clK f(X \
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cl
�X f−1(V )). 一方, V ∩ f(X \ cl

�X f−1(V )) = ∅であるから, f(X \ cl
�X f−1(V )) ⊂ X \ V , とくに

f(X \ cl
�X f−1(V )) の閉包は閉集合X \ V に含まれるので V ∩ clK f(X \ cl

�X f−1(V )) = ∅である.

これは y ∈ V ∩ clK f(X \ cl
�X f−1(V )) に矛盾する. z /∈ cl

�X f−1(V ′)とした場合も同様の矛盾が生
じ, 以上より,

⋂F(z)は 1点のみからなる.

さて, 各 z ∈ X̃ に対して 1点集合
⋂F(z)の元を対応させる写像を F : X̃ → K とすれば, 任

意の x ∈ X について f(x) ∈ ⋂F(x)であるから, F は f の拡張である. 最後に, F の連続性
を示すために z ∈ X̃ および F (z)の開近傍W を任意に取ろう. {F (z)} =

⋂F(z)であったので,

{W}∪{X\F | F ∈ F(z)}はKの開被覆である. Kのコンパクト性から,ある有限個のF1, · · · , Fn ∈
F(z)についてK = W ∪ ⋃n

i=1 X \ Fiとなり, 両辺の補集合を取れば ∅ = (X \ W ) ∩ ⋂n
i=1 Fi. した

がって,
⋂n

i=1 Fi ⊂ W となる. 各 Fiは, Fi = clK f(X ∩ Ni) (Ni ∈ N(z)) と表せるのであった. こ
のとき, U :=

⋂n
i=1 Niは zの開近傍であり, 任意の z′ ∈ U について, 各Niは z′の開近傍であるか

ら, F (z′) ∈ ⋂F(z′) ⊂ ⋂n
i=1 clK f(X ∩ Ni) ⊂ W となる. ゆえに F は連続である.

命題 1.26. γX, δX ∈ K(X)について次は同値である:

(i) γX ≤ δX,

(ii) Xの任意の閉集合A, Bについて, clγX A ∩ clγX B = ∅ ⇒ clδX A ∩ clδX B = ∅.
Proof. 恒等写像 idX : X → γXに対して命題 1.25を適用すればよい.

系 1.27. γX, δX ∈ K(X)について次は同値である:

(i) γX ∼ δX,

(ii) Xの任意の閉集合A, Bについて, clγX A ∩ clγX B = ∅ ⇐⇒ clδX A ∩ clδX B = ∅.
系 1.27により, Xのコンパクト化は, Xの 2つの閉集合の閉包が分離されるための条件によって

特徴づけられることが分かった. 次の命題は, 閉包の分離性が, コンパクト化に対応するバナッハ
環の元で分離できることと必要十分であることを言っている.

命題 1.28. A, B ⊂ X およびC ∈ A(X)について次は同値である:

(i) clT (C) A ∩ clT (C) B = ∅, (ii) ∃ f ∈ C s.t. f(A) = {0}かつ f(B) = {1}.
Proof. (i)⇒(ii): clT (C) A ∩ clT (C) B = ∅とすれば, ウリゾーンの補題により f̃(clT (C) A) = {0},
f̃(clT (C) B) = {1} を満たす連続関数 f̃ : T (C) → [0, 1]が存在する. このとき, 命題 1.13により
f := f̃ |X ∈ S(T (C)) = C.

(ii)⇒(i): 命題 1.13により f ∈ CはT (C)上に連続な拡張 f̃を持つ. このとき, clT (C) A ⊂ f̃−1(0),

clT (C) B ⊂ f̃−1(1)より clT (C) A ∩ clT (C) B ⊂ f̃−1(0) ∩ f̃−1(1) = ∅.
とくに, コンパクトでない全ての閉集合の閉包たちを分離しないコンパクト化が 1点コンパクト

化であり (命題 1.29), 互いに交わらないいかなる閉集合の閉包たちをも分離するコンパクト化が
Stone-Čechコンパクト化である (命題 1.30).

命題 1.29. 局所コンパクト空間X上のコンパクトでない閉集合A, Bにおいて, clαX A∩clαX B �= ∅.
Proof. A, BをX のコンパクトでない閉集合とする. ∞ ∈ αX が αX におけるAの触点になることを示そ
う. ∞の任意の開近傍はコンパクト集合K ⊂ X を用いて αX \ K と表すことができる. Aはコンパクト
でないので, ∅ �= A \ K ⊂ A ∩ (αX \ K)であり, ゆえに∞ ∈ clαX A. 同様の理由で∞ ∈ clαX B となり,
∞ ∈ clαX A ∩ clαX B �= ∅を得る.
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命題 1.30. 正規空間Xにおける互いに交わらない閉集合A, Bについて, clβX A ∩ clβX B = ∅.
Proof. A, BをA∩B = ∅なるXの閉集合とすればウリゾーンの補題によりAとBを分離する有
界連続関数が存在する. 命題 1.28においてC := C∗(X)とすることで主張を得る.

Xの距離dから導かれる一様構造Udに対するSmirnovコンパクト化uUd
Xについて, Woods [8]は

次のように述べている. 証明は,次項で述べる有界閉区間の一様AE性と命題1.28から直ちに得られ
る. ここで,距離空間 (X, d)の部分集合AおよびBについてd(A, B) := inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}
とする.

命題 1.31. 距離空間 (X, d)の互いに交わらない閉集合A, Bにおいて次は同値である:

(i) cluUd
X A ∩ cluUd

X B = ∅, (ii) d(A, B) > 0.

2.6項では, 固有距離空間の有界粗構造 (bounded coarse structure) Edに対するHigsonコンパク
ト化について次を得る. 一般の粗構造についても成立するかどうか, 筆者にはすぐには分からな
かった.

予告 1.32. 固有距離空間 (X, d)の互いに交わらない閉集合A, Bにおいて次は同値である:

(i) clhX A ∩ clhX B = ∅, (ii) 任意のE ∈ EdについてE[A] ∩ E[B]は有界.

1.4 閉部分空間のコンパクト化

Xのコンパクト化Xが与えられているとしよう. Xの閉部分空間Aにおいて, clX AはAのコ
ンパクト化である. Xに何らかの構造が与えられており, Xがその構造から得られるコンパクト化
である場合, Aへの構造の制限から得られるAのコンパクト化Aと clX Aの間に何らかの関係はあ
るのだろうか. 例えば, 局所コンパクト空間Xのコンパクトでない閉集合Aについて clαX A ∼ αA

となることは明らかである.

命題 1.33. 正規空間Xのコンパクトでない閉集合Aについて clβX A ∼ βA.

Proof. Ã := clβX Aと置く. 任意の f ∈ C∗(A)が Ãへの拡張を持つことが示せれば, 系 1.14より
Ã ∼ βAを得る. f ∈ C∗(A)を任意にとり, I := [−‖f‖, ‖f‖]と置こう. ティーチェの拡張定理によ
り f は連続な拡張 F : X → Iを持つ. βXの定義と命題 1.13から F は連続な拡張 F̃ : βX → Iを
持つ. f̃ := F̃ |

�Aとすれば f̃ は f の Ãへの連続な拡張である.

Cをある位相空間のクラスとする. 任意のX ∈ Cおよび閉集合A ⊂ X, 連続写像 f : A → Zに
対して, f の連続な拡張 F : X → Zが存在するとき, Zをクラス Cに対する絶対拡張子 (absolute

extensor, AEと略す)という. ティーチェの拡張定理は有界閉区間が正規空間のクラスに対する
AEであることを言っている. 同様にして, 一様空間において一様AEと呼ばれる概念が定義され
る. すなわち, 一様空間Zが一様正規空間に対する一様AE (uniform AE)であるとは, 任意の正
規空間となる一様空間Xおよび閉集合A ⊂ X, 一様連続写像 f : A → Zに対して, f の一様連続
な拡張 F : X → Zが存在することである. 有界閉区間が一様AEであることはKatětov [3] によっ
て示された.

命題 1.34. 一様正規空間 (X,U)のコンパクトでない閉集合Aについて cluUX A ∼ uU|AA.
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Proof. Ã := cluUX Aと置く. Aを定義域とする Ãに拡張可能な有界連続関数全体がA上の有界一
様連続関数全体に一致することを示せば, 系 1.14より Ã ∼ uU|AAを得る.

有界な一様連続関数 f : (A,U|A) → Rを任意に取り, I := [−‖f‖, ‖f‖]と置こう. Iは一様AEで
あるから, f は一様連続な拡張 F : (X,U) → Iを持つ. uUXの定義と命題 1.13から F は連続な拡
張 F̃ : uUX → Iを持つ. f̃ := F̃ |

�Aとすれば f̃ は f の Ãへの連続な拡張である.

逆に, f ∈ C∗(X)を Ãに拡張可能な関数としよう. f の Ãへの拡張を f̃ とすれば, ティーチェの
拡張定理により f̃ は uUX上の関数 F̃ に拡張する. Xへの制限F := F̃ |Xは命題 1.13により (X,U)

上の一様連続関数であるから, そのAへの制限 F |A = f は (A,U|A)上の一様連続関数である.

こういった事情は先に述べた閉集合の分離性による特徴づけと密接な関係にあり, 予告 1.32か
ら次が示されることになる.

予告 1.35. 固有距離空間 (X, d)のコンパクトでない閉集合AおよびA上のHigson関数 f : A →
[0, 1]に対して, F |A = f を満たすX上のHigson関数 F : X → [0, 1]が存在する.

予告 1.36. 固有距離空間 (X, d)のコンパクトでない閉集合Aについて clhX A ∼ hA.

予告 1.35を通して, 有界閉区間をHigson AEと呼ぶべきかどうかは読者に委ねたい.

1.5 可換C∗環のGel’fand-Naimark理論

相対コンパクト性と有界性が一致しない一般の粗空間に対して Higsonコロナを定義する場合,

関数解析の基礎的な素養 (Gel’fand-Naimark 理論)を持ちださずに述べるのは非常に難しい. そこ
で, これに関するいくつかの事実を駆け足ながら列挙しておく. なお, ここで述べるバナッハ環お
よびC∗環は可換であるとする.

バナッハ環 A, Bの間の連続写像 T : A → Bが和・積・スカラー倍の演算を保つとき, 準同型
(homomorphism)という. また, A, Bが単位元 1を含む場合は, 準同型の条件に T(1) = 1を加
えることにする. 連続写像 F : X → Y に対してTF : C∗(Y ) → C∗(X)をTF (g) := g ◦ F と定めれ
ば, これは準同型である. 本項では, Xと Y がコンパクト空間であるとして話を進めよう.

事実 1.37. コンパクト空間X, Y の間の連続写像 F : X → Y に対して, F の全射性と TF の等長
性 (単射性), F の単射性と TF の全射性はそれぞれ同値である. したがって, F が同相であること
とTF が同型であることは必要十分である. また, F ′ : X → Y について, TF = TF ′と F = F ′は同
値である.

Proof. F が全射ならばTF が等長となることは明らかである. TF が単射ならば F が全射となることの対偶
を示そう. F が全射でないとすると, y ∈ Y \ F (X)が存在する. g((F (X)) = {0}, g(y) = 1を満たす連続関
数 g : Y → [0, 1]を取れば, 0 �= gであるが TF (0) = TF (g) = 0 ∈ C∗(X)であり, ゆえに TF は単射でない.

F が単射であるとし, H := F−1 : F (X) → Xとする. 任意の f ∈ C∗(X)に対して, g = f ◦H : F (X) → R

と置けば, g◦F = f ◦H◦F = fである. ティーチェの拡張定理より gの拡張 g′ ∈ C∗(Y )をとれば, TF (g′) = f
となる. ゆえにTF は全射である. 逆にF が単射でないとする. このときF (x) = F (x′)を満たす x �= x′ ∈ X
が存在し, f(x) �= f(x′)を満たす f ∈ C∗(X)を取れば f /∈ TF (C∗(Y ))となる. つまり TF は全射でない.

TF = TF ′ と F = F ′の同値性を示すには, F �= F ′を仮定して TF �= TF ′ を示せば十分である. F �= F ′

とすれば, F (x) �= F ′(x)を満たす x ∈ X が存在する. そこで, g(F (x)) �= g(F ′(x))を満たす g ∈ C∗(Y )を
取れば, TF (g)(x) = g(F (x)) �= g(F ′(x)) = TF ′(g)(x)ゆえ TF (g) �= TF ′(g). したがって TF �= TF ′ .
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まずは手始めに, コンパクト化の境界上の連続関数環について, 次の同型を確認しよう.

命題 1.38. X̃ をコンパクト空間, ∂X を X̃ の閉集合, X := X̃ \ ∂X とすれば, C0(X)は自然に
C∗(X̃)の部分環とみなせる. このとき

C∗(∂X) � C∗(X̃)/C0(X).

Proof. まずC0(X)がC∗(X̃)の部分環とみなせることを見てみよう. 任意の f ∈ C0(X)に対して f̃ : X̃ → R

を f̃ |X = f , f̃ |∂X = 0と定め, f̃ が連続であることを確認しよう. 開集合X 上の点での連続性は f の連続性
から分かるので, ∂X 上の点での連続性について考える. 任意の ε > 0に対して, f ∈ C0(X)であったから,
f(X \ K) ⊂ (−ε, ε)を満たすコンパクト集合K ⊂ X が存在する. そこで, U := X̃ \ K とおけば U は ∂X
の開近傍であり, f̃(U) ⊂ (−ε, ε). これは ∂X 上での f̃ の連続性を意味する. 対応 C0(X) � f �→ f̃ ∈ C∗(X̃)
は等長準同型であるから, C0(X) ↪→ C∗(X̃) と見なしてよい. このとき, f̃ ∈ C∗(X̃)が f̃ |∂X = 0を満たす
ことと f̃ ∈ C0(X)となることは同値である.
次に, 同型Φ : C∗(∂X) → C∗(X̃)/C0(X)を定義しよう. 任意の f ∈ C∗(∂X)に対して, ティーチェの拡張

定理により f の拡張 f̃ : X̃ → [−‖f‖, ‖f‖]が存在する. そこで, Φ(f) := f̃ + C0(X)とすれば, Φ(f)は f の
拡張の取り方に依存しない. 何故なら, f̃ ′も f の拡張であるとすれば, (f̃ − f̃ ′)|∂X = 0より f̃ − f̃ ′ ∈ C0(X)
となるからである. Φが求める同型写像となることを示そう. 全射性を示すために任意に f̃ ∈ C∗(X̃)を取
る. このとき f := f̃ |∂X について Φ(f) = f̃ + C0(X)であり, これは全射を意味する. 単射性を示すには
kerΦ = {0}を言えばよい. Φ(f) ∈ C0(X)とすれば, f の X̃ への拡張 f̃ は C0(X)に属し, f = f̃ |∂X = 0を
得る.

次の定理の大まかな理解が本項の目標である.

定理 1.39. コンパクト空間X, Y および準同型 T : C∗(Y ) → C∗(X)に対して, T = TF を満たす
連続写像 F : X → Y が一意に存在する.

定理 1.39を証明するためには, 極大イデアル空間を考える必要がある. バナッハ環Bの部分集
合 Iが次の条件を満たすとき, イデアル (ideal)という:

• ∀ f, g ∈ I, f + g ∈ I,

• ∀ h ∈ B, ∀ f ∈ I, h · f ∈ I.

とくに, イデアルが 1を含めば, それは全体Bに一致する. {0}やBを自明なイデアルといい, 自
明でないイデアルのなかで包含関係に関して極大なものを極大イデアル (maximal ideal)という.

命題 1.40. Xをコンパクト空間とする. 任意の x ∈ Xに対して Ix := { f ∈ C∗(X) | f(x) = 0 }は
C∗(X)の極大イデアルである. また, C∗(X)の任意の極大イデアルは Ixという形に表される. す
なわち, C∗(X)の極大イデアルとXは 1対 1に対応する.

Proof. まず Ixが極大イデアルとなることを示そう. Ixがイデアルであることは明らかである. も
し Ixが極大でないとすれば, ツォルンの補題により Ixを含む極大イデアルMが存在し, g ∈ M \ Ix

を取ることができる. f := g − g(x)1とすれば f(x) = 0ゆえ f ∈ Ixであり, とくに f ∈ M . 更に
g /∈ Ixから g(x) �= 0であり, 1 = (g − f)/g(x) ∈ M を得る. これはM �= C∗(X)であることに矛盾
する. したがって Ixは極大イデアルである.

主張の後半も背理法により示そう. I を C∗(X)の極大イデアルとし, I が Ixという形に表せな
いとすれば, 任意の x ∈ X について I \ Ix �= ∅である. そこで, fx ∈ I \ Ixを取れば fx(x) �= 0
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である. I はイデアルであるから fx(x) = 1, f ≥ 0としても一般性を失わない.13 このとき,

U := { f−1
x ((1

2
, 3

2
)) | x ∈ X } はXの開被覆であり, Xはコンパクトであったから有限個の xi ∈ X

(i = 1, · · · , n)を用いてX =
⋃n

i=1 f−1
xi

((1
2
, 3

2
)) と表せる. f :=

∑n
i=1 fxi

∈ I とすれば, 各 x ∈ X に
ついて f(x) > 1

2
> 0ゆえ f は逆元 1/f を持つ. したがって 1 = (1/f) · f ∈ I となり, これは I が

極大イデアルであることに矛盾する.

備考 1.41. 逆に, C∗(X)の任意の極大イデアルが Ixと書けるならば, チコノフ空間Xはコンパク
ト空間でなければならない.

Proof. 対偶を示そう. X がコンパクトでないとすれば, 有限部分被覆を持たないX の開被覆 U が存在す
る. 各 x ∈ X に対して x ∈ Ux なる Ux ∈ U を取り, fx(x) = 1, fx(X \ Ux) = {0} を満たす連続写像
fx : X → [0, 1]を取れば, { fx | x ∈ X }を含む最小のイデアル I は 1を含まない. 実際, 1 ∈ I とすれば
1 =

∑n
i=1 gi · fxi と書けるものの, z ∈ X \ ⋃n

i=1 Uxi において fxi(z) = 0より 1(z) = 0 となり矛盾する.
ツォルンの補題により Iを含む極大イデアルM が存在し, 任意の x ∈ Xについて fx ∈ M , fx(x) = 1ゆえ,
M は Ixの形には表せない.

C∗(X)の極大イデアル全体をMとすれば, 命題 1.40によりMはX と同一視できる. さて, 準
同型T : C∗(Y ) → C∗(X)および極大イデアル Ix ∈ Mに対して, T−1(Ix)はC∗(Y )の極大イデアル
となることから, 再び命題 1.40により IF (x) = T−1(Ix)となるようなF (x) ∈ Y が存在する. この対
応 F : X → Y の連続性および TF = Tを確かめれば定理 1.39は示される.

命題 1.42. C∗(X)からRへの 0でない準同型全体とMは一対一に対応する. したがって, Mは
RC∗(X)に埋め込むことができる.

Proof. 任意のx ∈ Xに対して, qIx : C∗(X) → Rを qIx(f) := f(x)と定義すれば, qIxは ker qIx = Ix

を満たす 0でない準同型である. 逆に任意の 0でない準同型 q : C∗(X) → Rに対して, ker qは
C∗(X)の極大イデアルである. 何故なら極大イデアルでないとすると ker qを真に含む極大イデア
ル J がツォルンの補題により見つかる. g ∈ J \ ker qに対して, q(g − q(g)1) = q(g) − q(g) = 0よ
り g − q(g)1 ∈ ker q ⊂ J である. したがって q(g)1 = g − (g − q(g)1) ∈ J であり, q(g) �= 0から
1 ∈ J . これは J が極大イデアルであることに反する. さて, ker qは極大イデアルであるので命題
1.40により ker q = Ixを満たす x ∈ Xを取れば qIx = qである. 実際, qおよび qIx から導かれる自
然な写像 C∗(X)/ ker q → Rは共に同型写像であり, R上のバナッハ環同型は 1つしかないのでこ
れらは一致する. これは qIx = qを意味する.

命題 1.42による埋め込み

X = M � Ix �−→ qIx ∈ RC∗(X) (ただし, ∀ g ∈ C∗(X), qIx(g) = g(x))

は定理 1.11における埋め込み eC∗(X) : X → RC∗(X) と同一のものであることに注意せよ.14 いま
我々は, C∗(X)からRへの 0でない準同型全体および極大イデアル空間M, そしてコンパクト空
間XをRC∗(X)の部分空間としてすべて同一のものと見なしている.

13複素数値関数で考える場合は, f ′
x := 1

|fx(x)|2 fx · fx ∈ I とすれば f ′
x(x) = 1かつ任意の z ∈ X について f(z) ≥ 0.

ここで, f は f の複素共役を取る関数のことである.
14定理 1.11では, X としてコンパクトでない空間を考えていたものの, コンパクトな空間に対しても同様の方法で
埋め込みが定義できる.
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定理 1.39の証明. まず F : X → RC∗(Y )を F (x) := (T(g)(x))g∈C∗(Y )と定義し, F の連続性を確か
めよう. 各 g ∈ C∗(Y )に対して, X � x �→ T(g)(x) ∈ Rが連続であることを見ればよい. これは
T(g) ∈ C∗(X)より明らかである. また, 任意の x ∈ Xに対して, F (x) : C∗(Y ) � g �→ T(g)(x) ∈ R

が 0でない準同型となることはTが準同型であることから分かり, F (X) ⊂ Y を得る. 以上により
連続写像 F : X → Y が構成できた. T = TF は次で確認できる:

TF (g)(x) = g ◦ F (x) = g(F (x)) = g
(
(T(g)(x))g∈C∗(Y )

)
= T(g)(x).

最後の等式は, Y ⊂ RC∗(Y )と見て g : Y → Rおよび prg |Y : Y → Rを同一視している.

系 1.43. X, Y をコンパクト空間とすれば, X ≈ Y とC∗(X) � C∗(Y )は同値である.

系 1.44. X, Y を第 1可算公理を満たすチコノフ空間とすれば, X ≈ Y とC∗(X) � C∗(Y )は同値
である.

証明の概略. X ≈ Y ならばC∗(X) � C∗(Y )となることは明らかである. 逆にC∗(X) � C∗(Y )を
仮定しよう. 定理 1.11において C∗(X) = S(βX) � C∗(βX)であったこと思い出せば C∗(βX) �
C∗(βY )を得る. したがって系 1.43により βX ≈ βY . βX \ Xおよび βY \ Y の各元は可算近傍基
を持たないことから15, h : βX → βY を同相写像とすれば h(X) = Y でなければならない. つまり
X ≈ Y である.

命題 1.45. チコノフ空間X, Y およびAX ∈ A(X), AY ∈ A(Y ), 連続写像 F : X → Y に対して,

任意の g ∈ AY について g ◦ F ∈ AX となるならば, F は連続な拡張 F̃ : T (AX) → T (AY )を持つ.

Proof. 仮定により TF : C∗(Y ) → C∗(X)が TF (AY ) = AX を満たし, 制限による準同型 TF |AY
:

AY → AX は準同型 T̃ : C∗(T (AY )) → C∗(T (AX))を導く. すなわち, 各 g ∈ C∗(T (AY ))に対して,

TF (g|Y ) ∈ AXのT (AX)への拡張が T̃(g)となる. よって, 定理 1.39によりT
�F = T̃を満たす連続写

像 F̃ : T (AX) → T (AY )が存在する. 以下, F̃ が F の拡張であることを確認しよう. 拡張でないと
すれば F̃ (x) �= F (x)を満たす x ∈ X が存在し, 更に g(F̃ (x)) �= g(F (x))を満たす g ∈ C∗(T (AY ))

が取れる. このとき,

T̃(g)(x) = g ◦ F̃ (x) �= g ◦ F (x) = g|Y ◦ F (x) = TF (g|Y )(x).

これはTF (g|X)の拡張が T̃(g)であることに矛盾する.

最後に, 一般の可換C∗環について簡単に補足しておこう. まず, これまでの議論における実数値
関数を複素数値関数にしても全く同様の主張が成立することは容易に分かるだろう. 一方, Cを抽
象的な単位的可換C∗環とし,その極大イデアル全体の集合をMとしよう. 任意の I ∈ Mに対して,

C/I � Cとなることは想像に難くない (Gel’fand-Mazurの定理). そこで商写像 qI : C → C/I � C

と Iを同一視すれば, Mは直積空間CCの部分集合とみなすことができる. MにCCの部分空間と
しての位相を入れた位相空間を極大イデアル空間という. qI の作用素ノルムが 1であることを確
かめることでMのコンパクト性が分かり, 更に次を得る.

15事実 1.16の議論を任意の正規空間に拡張することは容易である. 実は, より一般に, 事実 1.16 はチコノフ空間に
おいても成立することが知られている. 詳細は [5]を参照されたい.
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定理 1.46 (Gel’fand-Naimark). 単位的可換C∗環Cの極大イデアル空間をMとすれば,

C � C∗(M).

証明の概略. f ∈ C に対して, Φ(f) ∈ C∗(M)を Φ(f)(I) := qI(f)と定義すれば, 対応 Φ : C →
C∗(M)は準同型である (これをGel’fand表現という). あとはΦがC∗環としての同型であること
を確かめればよい.16

例 1.47. チコノフ空間XおよびA ∈ A(X)について, A = S(T (A)) � C∗(T (A))であった. した
がって, Aの極大イデアル空間は T (A)に一致する. とくに C∗(X)の極大イデアル空間は βX で
ある.

16Stone-Weierstrassの近似定理により全射性は直ちに得られるものの, 単射性は明らかではない.
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2 Higsonコンパクト化とその性質

2.1 導入

粗構造に関するいくつかの定義を述べておこう. ここでの定義および記号はすべてRoe [7]に準
ずる. Xを集合とする. E, F ⊂ X × XおよびK ⊂ Xに対して, ΔX およびE−1, E ◦ F , E[K]を
それぞれ次のように定義する:

• ΔX := { (x, x) | x ∈ X },

• E−1 := { (x, y) ∈ X2 | (y, x) ∈ E },

• E ◦ F := { (x, z) ∈ X2 | ∃ y ∈ X s.t. (x, y) ∈ E かつ (y, z) ∈ F },

• E[K] := { x ∈ X | ∃ y ∈ K s.t. (x, y) ∈ E }.

E ⊂ X2がE−1 = Eを満たすとき対称 (symmetry)であるという. 各 x ∈ X についてE[{x}]
をE[x]と略記しよう.

定義 2.1. X2の部分集合族 Eが次の条件を満たすとき, EをXの粗構造 (coarse structure)と呼
び, 集合と粗構造の組 (X, E)を粗空間 (coarse space)という:

• ΔX ∈ E ,

• E ∈ E , F ⊂ E =⇒ F ∈ E ,

• E ∈ E =⇒ E−1 ∈ E ,

• E, F ∈ E =⇒ E ◦ F ∈ E , E ∪ F ∈ E .

粗構造 E の各元を制御集合 (controlled set)または近縁 (entourage)と呼ぶ. いくつかの粗
構造の例は, 次項の Higson関数の定義の後に述べよう. 集合 Z から粗空間 X への 2つの写像
f, g : Z → Xが { (f(z), g(z)) | z ∈ Z } ∈ E を満たすとき, f と gは近い (E-close)という.

定義 2.2. 粗空間 (X, E)の部分集合Bが有界 (bounded)であるとは, 次の同値条件 (a)～(d)のい
ずれかを満たすときと定義する (cf. Proposition 2.16 of [7]):

(a) B × B ∈ E , (b) ∃ p ∈ X s.t. B × {p} ∈ E ,

(c) ∃ p ∈ X, ∃ E ∈ E s.t. B = E[p], (d) 包含写像B ↪→ Xは定値関数と E-close.

とくに, 有界集合の部分集合は有界である. 更に次が成り立つ.

事実 2.3 (Proposition 2.19(a) of [7]). Bを有界集合, E ∈ Eとすれば, E[B]も有界集合である.

粗空間Xが位相空間である場合, その位相と粗構造の性質には何らかの関係があることが望ま
しい. 任意の相対コンパクト集合K ⊂ X についてE[K]およびE−1[K]が相対コンパクトとなる
とき, E ⊂ X2は固有 (proper)であるという.
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定義 2.4. パラコンパクト空間Xの粗構造Eが次の (i)および (ii)を満たすとき, Eは固有 (proper)

であるといい, (X, E)を固有粗空間 (proper coarse space) と呼ぶ:

(i) ∃ E ∈ E s.t. E : ΔX の近傍.

(ii) 任意の有界集合は相対コンパクトである.

固有粗空間は, その定義から局所コンパクト空間である. 粗空間について実際に議論する場合,

Eの粗連結 (coarsely connected)性, すなわち任意の x, y ∈ Xについて {(x, y)} ∈ E となること
を仮定することが多い. 粗連結な粗空間では有界集合の有限和は再び有界集合になる (Proposition

2.19(b) of [7]). 更に, 粗連結な固有粗空間では相対コンパクト性と有界性が同値になり, 任意の制
御集合は固有となる (Proposition 2.23 of [7]).

命題 2.5. E ⊂ X2をΔX の近傍とすれば, 部分集合A ⊂ Xについて, clX A ⊂ E[A].

Proof. 任意の x ∈ clX Aに対して, Eは (x, x) ∈ X2の近傍であるから, U2 ⊂ Eを満たす xの近傍
U が存在する. このとき, a ∈ U ∩ Aを取れば (x, a) ∈ U2 ⊂ Eゆえ x ∈ E[A].

2.2 粗空間の例とそのHigson関数

(X, E)を粗空間とする. f ∈ C∗(X)が次の条件 (Higson条件)を満たすときHigson関数 (E-

Higson)であるという17:

∀ E ∈ E , ∀ ε > 0, ∃ B ⊂ X: 有界 s.t. ∀ x ∈ X \ B, diam f(E[x]) < ε.

ここで, diam A := sup{ |a− b| | a, b ∈ A }はA ⊂ Rの直径を表す. E-Higson関数全体をCh(X, E)

と書き, Eが明白な場合はCh(X)と略記しよう.

Higson条件のもう一つの言い換えを述べよう. df : X2 → Rを df(x, y) := f(x) − f(y)で定義
する. 更に, 連続関数 g : X2 → RがE ∈ E について g|E ∈ CE

0 (E) となることを次で定義する18:

∀ ε > 0, ∃ B ⊂ X : 有界, s.t. (x, y) ∈ E \ B2 =⇒ |g(x, y)| < ε.

Roe [7] では, 次でもってHigson関数を定義していた:

事実 2.6. 相対コンパクト性と有界性が同値になる局所コンパクト粗空間 (X, E)において, f ∈
C∗(X)がHigson関数であることと任意のE ∈ Eについてdf |E ∈ CE

0 (E)となることは同値である.

Proof. f を Higson関数とする. 任意に E ∈ E および ε > 0を取ろう. Eを大きく取りなおし, Eは対称か
つΔX を含むとする.19 f はHigson関数であったから, x ∈ X \Bならば diam f(E[x]) < ε となるような有
界集合B ⊂ X が存在する. このとき, 任意の (x, y) ∈ E \B2について, x /∈ Bならば x, y ∈ E−1[x] = E[x]
ゆえ |f(x) − f(y)| ≤ diam f(E[x]) < ε を得る. y /∈ Bの場合も x, y ∈ E[y]から |f(x) − f(y)| < εが導か
れ, df |E ∈ CE

0 (E)を得る.
逆に, 任意の E ∈ E について df ∈ CE

0 (E)を仮定しよう. 任意の ε > 0に対して, df(E \ B2) ⊂ (−ε, ε)
を満たす有界集合 B ⊂ X を取れば, x ∈ X \ B ならば任意の y ∈ E[x]について (y, x) ∈ E \ B2 ゆえ
|f(x) − f(y)| < ε. したがって f は Higson関数である.

17本稿では冒頭から, 必ずしも固有でない粗空間も含めた形で Higson関数を定義する.
18E は局所コンパクト空間とは限らないことに注意せよ.
19E′ := E ∪ E−1 ∪ ΔX を考えよ.
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例 2.7. 距離空間 (X, d)において,次で定義される粗構造Edを有界粗構造 (bounded coarse struc-

ture)という:

E ∈ Ed ⇐⇒
def

sup{ d(x, y) | (x, y) ∈ E } < ∞.

この粗構造においては, 距離空間における部分集合の有界性 (すなわち直径の有界性)と粗空間に
おける有界性 (定義 2.2)は同値になる. 固有距離空間20の粗構造 Edに対して, f ∈ C∗(X)がHigson

関数であるとは次を満たすことと同値である:

∀ M > 0, lim
x→∞

diam f(B(x,M)) = 0,

ただし, B(x,M) := { y ∈ X | d(x, y) < M }を xのM -開球とする. 例えば, X = Rにおいて sinx

はHigson関数ではなく, sin
√

xはHigson関数である. より一般に, 微分可能な有界関数 f に対し
て, df/dx ∈ C0(R)ならば f はHigson関数である.

例 2.8. 局所コンパクトな距離空間 (X, d) (固有距離空間でなくてもよい)に対して, 次で定義され
る E0

d は粗構造になり, C0粗構造と呼ばれる21:

E ∈ E0
d ⇐⇒

def
∀ ε > 0, ∃ K ⊂ X : コンパクト s.t. (x, y) ∈ E \ K2 ⇒ d(x, y) < ε.

Proof. ここでは E,F ∈ E0
d ならば E ◦ F ∈ E0

d となることのみを確認しよう. ε > 0 を任意に取ろう.
E ∪ F ∈ E0

d ゆえ次を満たすコンパクト集合K0 ⊂ X が存在する:

(x, y) ∈ (E ∪ F ) \ K0
2 =⇒ d(x, y) <

ε

2
.

X の局所コンパクト性から, 十分小さい ε′ (0 < ε′ < ε/2) について, B(K0, ε
′)は相対コンパクト集合にな

る. 更にB(K0, ε
′)を含む十分大きなコンパクト集合K を次を満たすように取る:

(x, y) ∈ (E ∪ F ) \ K2 =⇒ d(x, y) < ε′.

このとき, 任意の (x, z) ∈ (E ◦F )\K2に対して, x /∈ Kまたは z /∈ Kである. x /∈ Kの場合について話を進
めよう. (x, y) ∈ Eおよび (y, z) ∈ F を満たす y ∈ Xを取れば, (x, y) ∈ E \K2ゆえ d(x, y) < ε′である. ま
た, y /∈ K0である. 何故なら, もし y ∈ K0とすれば, d(x,K0) < ε′となり x ∈ B(K0, ε

′) ⊂ K となり x /∈ K
に矛盾する. ゆえに (y, z) ∈ F \K0

2であるから d(y, z) < ε/2. したがって三角不等式より d(x, z) < εを得
る. y /∈ K の場合も同様の議論が成立し, 以上よりE ◦ F ∈ E0

d である.

C0粗構造では, 相対コンパクト性と有界性が同値になる. とくに dが固有距離の場合, 直径の有
界性と粗空間における有界性は同値である.

Proof. 相対コンパクトならば有界となることは明らかである. 逆を示そう. 有界集合B ⊂ X が 2点以上を
含む場合のみを考え diamB > 0とし, Bが相対コンパクトでないと仮定して矛盾を導こう. B ×B ∈ E0

d ゆ
え任意の ε > 0に対して, (x, y) ∈ B2 \ K2ならば d(x, y) < εとなるようにコンパクト集合Kが取れる. B
は相対コンパクトでないから x0 ∈ B \Kが存在し, このとき任意の y ∈ Bについて (x0, y) ∈ B2 \K2 ゆえ
d(x0, y) < ε. つまり diamB < 2εである. ε > 0の任意性より diamB ≤ 0となり, これは diamB > 0に矛
盾する.

20有界閉集合であることとコンパクト性が同値になるX 上の距離を固有距離 (proper metric)と呼ぶ. 固有距離
空間は可分な完備距離空間である.

21X の一様構造に対する C0 粗構造も同様に定義できるものの, ここでは過度の一般化は避けておこう.
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C0粗構造についてCh(X, E0
d ) = Cu(X,Ud), すなわち f ∈ C∗(X)が E0

d -Higsonであることと一様
連続関数であることは同値である (cf. [4]).

Proof. (⇐) f : X → Rを有界な一様連続関数であるとし, 任意に制御集合Eおよび ε > 0を取ろう. f の一
様連続性より d(x, y) < δならば |f(x)− f(y)| < εを満たすような δ > 0が存在する. 更に, (x, y) ∈ E \K2

ならば d(x, y) < δとなるようにコンパクト集合K ⊂ X が取れる. このとき, 任意の (x, y) ∈ E \ K2につ
いて |f(x) − f(y)| < εとなり, ゆえに f は Higson関数である.

(⇒) 対偶を示すために, f ∈ C∗(X)が一様連続でないと仮定しよう. すなわち, 次を満たす ε > 0およ
び点列 xn, yn ∈ X が存在する:

∀ n ∈ N, d(xn, yn) < 1/n and |f(xn) − f(yn)| ≥ ε.

このとき, 集合 A := {xn |n ∈ N}は相対コンパクトではない. 実際, もし Aが相対コンパクトであるとす
れば, 十分小さい δ > 0についてB(A, δ)上で f は一様連続となり, 十分大きい n ∈ NについてB(A, δ)は
xn, ynを含む. これは xn, ynの取り方に矛盾する. さて, E = {(xn, yn) |n ∈ N}とすればEは制御集合であ
る. 任意の有界集合 B ⊂ X に対して, Bは相対コンパクトであるから A \ B �= ∅ゆえ xN ∈ A \ Bを取れ
ば, (xN , yN ) ∈ E \ B2かつ |f(xN ) − f(yN)| ≥ εとなる. したがって f はHigson関数ではない.

例 2.9. 局所コンパクト空間Xに対して, X2のコンパクト部分集合全体で生成される粗構造を離
散粗構造 (discrete coarse structure)という.22 すなわち, 次で定義される粗構造である:

E := { A ⊂ X × X | A \ ΔX : X2の相対コンパクト部分集合 }.

離散粗構造において, Ch(X) = C∗(X)となることは定義よりすぐに分かる.

例 2.10. 局所コンパクト空間X において, 固有な制御集合すべてを集めた粗構造を密着粗構造
(indiscrete coarse structure)という. XがパラコンパクトであるとすればCh(X) = C0(X)+で
ある.

Proof. まず, 密着粗構造において相対コンパクト性と有界性が同値になることを示そう. K ⊂ X

が相対コンパクトであるとすれば, K2 ⊂ X2は固有であり, ゆえにK2は制御集合となり, Kは有
界である. 逆にKが有界であるとすれば, K = E[p]となるような制御集合E ⊂ X2および p ∈ X

が存在し, このときEは固有なのでE[p]は相対コンパクトである. 以上のことから, 後で述べる命
題 2.14にて, 一般論としてC0(X)+ ⊂ Ch(X)を示すことができる. 以下ではCh(X) ⊂ C0(X)+を
示そう.

f ∈ Ch(X)を任意に取り, 点列 xn, yn −→ ∞に対して, |f(xn) − f(yn)| −→ 0 (n → ∞) が示せ
れば, 命題 1.20より f ∈ C0(X)+を得る. xn, yn −→ ∞とすればE := { (xn, yn) | n ∈ N }は固有な
制御集合であるから, 任意の ε > 0に対して,

(x, y) ∈ E \ K2 =⇒ |f(x) − f(y)| < ε

となるように有界集合K ⊂ X が取れる. 相対コンパクト性と有界性は同値であったからK は
相対コンパクトである. xn, yn −→ ∞より, 十分大きい nについて xn, yn /∈ K となり, ゆえに
|f(xn) − f(yn)| < ε. したがって, |f(xn) − f(yn)| −→ 0 (n → ∞)である.

22Roe [7]では, 離散空間に限って定義していた.
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例 2.11 (Example 2.44 of [7]). 離散空間Xにおいて, 次で定義される粗構造 Eを普遍有界幾何
構造 (universal bounded geometry structure)という:

E ∈ E ⇐⇒
def

∃ n ∈ N s.t. ∀ x ∈ X, |E[x]|, |E−1[x]| ≤ n,

ここで, |A|は集合Aの濃度を表す. このときCh(X, E) = C0(X)+である.

Proof. 相対コンパクト性と有界性の同値性は容易に確かめられ, したがって例 2.10の証明と同様
の理由でCh(X) ⊂ C0(X)+のみを示そう. f ∈ Ch(X)を任意に取り, xn, yn −→ ∞を仮定する. 背
理法を用いて |f(xn)− f(yn)| −→ 0を示そう. |f(xn)− f(yn)| −→ 0 でないとすれば部分列を取り
なおすことで, ある δ > 0について |f(xn)− f(yn)| ≥ δ (∀n ∈ N)としてよい. xn, yn −→ ∞であっ
たから, 更に部分列を取りなおせばE := { (xn, yn) | n ∈ N }は制御集合になる. f はHigson関数
だったので,

(x, y) ∈ E \ K2 =⇒ |f(x) − f(y)| < δ

となるようなコンパクト集合 K ⊂ X が存在する. xn, yn −→ ∞より, 十分大きい nについて
xn, yn /∈ K となり, ゆえに |f(xn) − f(yn)| < δ. これは xn, ynの取り方に矛盾する. 以上より
|f(xn) − f(yn)| −→ 0であり, 命題 1.20より f ∈ C0(X)+を得る.

例 2.12. X2の冪集合 E = P(X2)を極大粗構造 (maximal coarse structure)という. この粗構
造においては, 有界集合として全空間Xが取れるためCh(X) = C∗(X)となる. あるいは, Xを局
所コンパクト空間とし, Higson関数の定義における “有界”を “相対コンパクト”に置き換えた別
の定義を採用すれば, Ch(X)は定数関数全体に一致する.23

粗構造 E がどういった条件を満たせばCh(X, E) ∈ A(X)となるか考えよう.

命題 2.13 (Proposition 2.36 of [7]). Ch(X)はC∗(X)の部分バナッハ環である.

Proof. Ch(X)が和で閉じていることは明らかであり, 積について閉じていることは次の式による:

f · g(x) − f · g(y) = (f(x) − f(y))g(x) + f(y)(g(x) − g(y)).

Higson関数の一様収束先が Higson関数となることも定義から容易に示せ, 以上より Ch(X)はバ
ナッハ環となる.

命題 2.14. 相対コンパクト性と有界性が同値になるような局所コンパクト粗空間 X において,

C0(X)+ ⊂ Ch(X). したがって, 命題 1.21よりCh(X) ∈ A(X).

Proof. 任意の f ∈ C0(X)+および制御集合E, ε > 0に対して, diam f(X \K) < εを満たすような
有界集合K が存在する. Eを十分大きく取り, Eは対称であるとしよう. このとき, E[K]は有界
集合であり (事実 2.3), x ∈ X \E[K]とすれば, E[x]∩K = ∅である. 何故なら, もし y ∈ E[x]∩K

が取れるとすれば, (y, x) ∈ E ゆえ (x, y) ∈ E となり x ∈ E[K]となってしまう. したがって,

E[x] ⊂ X \ Kであり diam f(E[x]) < ε. 以上より f ∈ Ch(X)となる.

23“有界”を “相対コンパクト”に置き換える利点は, 粗構造全体と対応する Higson関数環との間に逆向きの順序関
係が保たれることにある (cf. 命題 2.19). 欠点は, 一般の粗空間に対する Higsonコロナを定義する際に, Higson関数
を定義し直さなければならない点にある. いずれにせよ, 極大粗空間については不毛な議論しか生まれないので深入
りしないように.
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上の命題は次の命題の系として得ることもできる.24

命題 2.15. 粗空間Xの各点が有界近傍をもつとすればCh(X) ∈ A(X).

Proof. Ch(X)がX の位相を生成することを示そう. 任意の閉集合 F ⊂ X および x ∈ X \ F を
取れば. U ∩ F = ∅となるような xの有界近傍が存在する. f(x) = 1, f(X \ U) = {0}を満たす
f ∈ C∗(X)を取れば, f はHigson関数である.25 以上よりCh(X)はXの位相を生成する.

2.3 Higsonコンパクト化

定義 2.16. Ch(X, E) ∈ A(X)を満たす粗空間 (X, E)に対して, コンパクト化 hEX := T (Ch(X, E))

をXのHigsonコンパクト化と呼び, 粗構造 E が明らかな場合は hXと書く.

Higsonコンパクト化そのものは非常に一般的な粗構造において定義可能であるものの, coarse

geometry において有効な対象であるためには粗構造をある程度制限しなければならない.

例 2.17. ヒルベルト空間 
2の格子点 
2 ∩Z�や端点を含まない半直線 (0,∞)の有界粗構造を考え
よう. 局所コンパクトなこれらの空間には, コンパクトでない有界閉集合Aが存在する. このよう
な空間のHigsonコンパクト化を考えるということは, Aをコンパクト化させるためにAの付近に
βA \Aと同相な空間を貼り付けることを意味する. こういった境界上の点は, 巨視的な立場では全
くの不要物である.

以上のような事情から, 3.2項でHigsonコロナの一般化を行うまでの間, 命題 2.14の仮定を満た
すような粗空間, すなわち,

相対コンパクト ⇐⇒ 有界

を満たす局所コンパクト粗空間のみを我々は考えることにする. ただし, EがΔX のある近傍を含
むことは要求せず, したがって固有粗空間でなくてもよい.

事実 2.18. 上の仮定の下では, 有界集合の閉包は有界であり, 有界閉集合であることとコンパクト
性は一致する. また, 任意の制御集合は固有となる.

Xの粗構造 E , E ′について, E ⊂ E ′を満たすとき E ′は Eよりも粗い (coarser)という. 粗構造の
包含関係とそれらのHigsonコンパクト化の大小は逆の関係にある:

命題 2.19. E ⊂ E ′ならば hEX ≥ hE ′X.

Proof. いま我々が考えている立場では粗構造によらずに有界性が決まるため, 粗構造が小さければ
小さいほどHigson条件を満たす関数は多くなる. ゆえに Ch(X, E) ⊃ Ch(X, E ′)であり, 定理 1.11

より hEX ≥ hE ′X.

定義 2.20. Higsonコンパクト化の境界hEX \XをHigsonコロナと呼び, νEXと書く. いま, 我々
はXに局所コンパクト性を仮定しているので, Higsonコロナはコンパクトな空間である.

24次節で述べる B0(X) ⊂ Bh(X)との関連で, 命題 2.14の直接証明を述べておく必要があった.
25f ∈ C0(X)とは限らない (そもそもX が局所コンパクトでなければ C0(X)は定義できない)ものの, f がHigson
関数であることは命題 2.14の証明と同様の論法で示せる.
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2.4 粗コンパクト化

粗コンパクト化を定義するために位相的粗構造について述べよう.

定義 2.21 (Theorem 2.27 of [7]). 局所コンパクト空間Xのコンパクト化 X̃およびE ⊂ X2に
ついて, 次の (a)～(c)はそれぞれ同値である:

(a) (cl
�X× �X E) \ X × X ⊂ Δ∂X ,

(b) Eは固有であり, ∀ (xλ, yλ) ∈ E, xλ −→ ω ∈ ∂X (λ ∈ Λ) =⇒ yλ −→ ω (λ ∈ Λ),

(c) Eは固有であり,

∀ ω ∈ ∂X, ∀ V ⊂ X̃ : ωの近傍, ∃ U ⊂ V : ωの近傍 s.t. E ∩ (U × (X \ V )) = ∅.

上の (a)～(c)のいずれかを満たす (したがってすべてを満たす)集合 E ⊂ X2たち全体で構成さ
れるX2の部分集合族 E

�X は粗構造の条件を満たし, これを X̃ による位相的粗構造 (topological

coarse structure)と呼ぶ.

位相的粗構造では相対コンパクト性と有界性は一致する.26 次に述べるように, 位相的粗構造は
固有であるとは限らない.

例 2.22 (Example 2.31 of [7]). 局所コンパクトなパラコンパクト空間Xについて, βXの位相
的粗構造は離散粗構造に一致する.

Proof. E を離散粗構造とする. E ⊂ EβX は明らかである. EβX ⊂ E を示すために任意にE ∈ EβX を取ろう.
Eが対称であるとしても一般性を失わない. もしE /∈ E であるとすれば, 任意のコンパクト集合K ⊂ X に
対して E \ (ΔX ∪ K2) �= ∅であるから, xK �= yK および (xK , yK) ∈ Eを満たす xK ∈ X \ K, yK ∈ X が
存在する. このとき, A := { xK | K ⊂ X : コンパクト } は相対コンパクト集合でないから, 事実 1.10によ
り Aは離散無限部分集合 { xKn | n ∈ N }を持つ. 以下, 記号を省略し, xn := xKn , yn := yKn として話を
進めよう. B := { yn | n ∈ N }も相対コンパクトではない. 何故なら, もし Bが相対コンパクトであると
すると, E が固有であること, および A ⊂ E[B]から, Aも相対コンパクトでなければならない. したがっ
て, 部分列を取ることで Bも離散集合であるとしてよい. 更に部分列を取ることで, Aと Bは交わらない
としてもよく, ゆえに clβX Aと clβX Bも交わらない (命題 1.30). ω ∈ (clβX A) \ X について, A上の点列
xnγ −→ ω (γ ∈ Γ) を取れば, ynγ が ωに収束することはなく, これはE ∈ EβX に矛盾する. 以上よりE ∈ E
である.

例 2.22は, 一般の局所コンパクト空間については成立しない. 極端な話をいえば, βX = αXと
なるような空間では次の事実により EβX は密着粗構造にならねばならない.

例 2.23 (Example 2.30 of [7]). αXの位相的粗構造は密着粗構造に一致する.

Proof. 任意の固有なE ⊂ X2がE ∈ EαX となることを示せばよい. (xλ, yλ) ∈ E および xλ −→ ∞ (λ ∈ Λ)
であると仮定して, yλ −→ ∞を示そう. すなわち,

∀ K ⊂ X : コンパクト集合, ∃ λ0 ∈ Λ s.t. λ ≥ λ0 =⇒ yλ ∈ X \ K

26実際, 任意の相対コンパクト集合 K ⊂ X についてK2 は定義 2.21の条件を満たし, ゆえに制御集合となるから
K は有界である. 逆にK が有界であるとすれば, K = E[p]を満たす制御集合 E および点 p ∈ X が存在し, 条件 (b)
より E は固有なので E[p]は相対コンパクトである.
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を言いたい. そうでないと仮定すれば, あるコンパクト集合K ⊂ X において次が成立する:

∀ λ ∈ Λ, ∃ λ′ ≥ λ s.t. yλ′ ∈ K.

そこで, A := { xλ′ | λ ∈ Λ }とすればA ⊂ E[K]である. Eは固有であるからAは相対コンパクトであり,
これは (xλ)λ∈Λの部分有向点列 (xλ′)λ∈Λが∞ に収束することに矛盾する. したがって yλも∞に収束し,
E ∈ EαX を得る.

命題 2.24. γX, δX ∈ K(X)について, γX ≤ δX =⇒ EγX ⊃ EδX .

Proof. p : δX → γX を射影とし, p̄ := p × p : (δX)2 → (γX)2とする. 任意にE ∈ EδX をとれば,

定義 2.21の条件 (a)をEは満たすので (cl(δX)2 E) \X2 ⊂ ΔδX\X が成り立つ. cl(δX)2 Eはコンパク
トであり, p̄(cl(δX)2 E)はEを含む (γX)2の閉集合であるから, cl(γX)2 E ⊂ p̄(cl(δX)2 E)である. し
たがって,

(cl(γX)2 E) \ X2 ⊂ p̄(cl(δX)2 E) \ X2 ⊂ p̄((cl(δX)2 E) \ X2) ⊂ p̄(ΔδX\X) = ΔγX\X .

ゆえにE ∈ EγX .

粗構造 (X, E)に対して, Xのコンパクト化 X̃が粗コンパクト化 (coarse compactification)で
あるとは, E ⊂ E

�X を満たすことをいう. やや抽象的な定義に感じるものの, 次の命題により, これ
はHigsonコンパクト化よりも小さいコンパクト化であることと同値である.

命題 2.25 (Proposition 2.39 of [7]). 粗空間 (X, E)のHigsonコンパクト化hXは最大の粗コン
パクト化であり, また, hXより小さなコンパクト化はすべて粗コンパクト化である.

Proof. まず hX が粗コンパクト化であること, すなわち E ⊂ EhXを示そう. 任意にE ∈ E を取り,

Eが定義 2.21(b)を満たすことを確かめよう. Eが固有であることは既に分かっている (事実 2.18).

また, Eは対称かつΔXを含むと仮定しても一般性を失わない. (xλ, yλ) ∈ Eおよびxλ −→ ω ∈ νX

とする. yλ −→ ωを示すには, いま我々は hX ⊂ RCh(X)と考えているので任意の f ∈ Ch(X)につ
いて yλf −→ ωf , すなわち f(yλ) −→ ωf を示せばよい. f はHigson関数であるから ε > 0を固定
すると, x ∈ X \Kならば diam(f(E[x])) < εとなるコンパクト集合Kが存在する. xλ −→ ωゆえ
十分大きな λについて xλ /∈ Kであり, xλ, yλ ∈ E[xλ]と合わせて |f(xλ)− f(yλ)| < εを得る. ゆえ
に |f(xλ) − f(yλ)| −→ 0. 更に f(xλ) −→ ωf であることから f(yλ) −→ ωf が示される.

次に hXの最大性を示そう. X̃を粗コンパクト化とし, ∂X := X̃ \Xとする. 任意の f̃ ∈ C∗(X̃)

に対して f := f̃ |X が E-Higsonであることを示せば, S(X̃) ⊂ Ch(X) = S(hX)より, 定理 1.11か
ら X̃ ≤ hX を得る. 任意に E ∈ E および ε > 0を取って固定しよう. df̃ : X̃ × X̃ → Rにおい
て, df̃(Δ∂X) = {0}より, df̃(W ) ⊂ (−ε, ε)を満たすΔ∂X の開近傍W ⊂ X̃ × X̃ が存在する. X̃

は粗コンパクト化であるから, E ⊂ E
�X である. つまり, E ∈ E

�X において定義 2.21の条件 (a)によ
り (cl

�X× �X E) \X ×X ⊂ Δ∂X が成り立ち, K := cl
�X× �X E \W はX2に含まれるコンパクト集合と

なる. 任意の (x, y) ∈ E \ Kについて (x, y) ∈ W ゆえ |df̃(x, y)| < ε. つまり df̃ |E ∈ CE
0 (E). 事実

2.6により f はHigson関数である.

Higsonコンパクト化より小さい任意のコンパクト化が粗コンパクト化であることは, 命題 2.24

から直ちに得られる.

例 2.26. Gromov双曲空間におけるGromovコンパクト化は粗コンパクト化である (Corollary 2.2

of [6]).

23



2.5 位相的粗構造とHigsonコンパクト化

与えられた粗構造 E に対して, 位相的粗構造が E に一致するようなコンパクト化を探してみた
くなるのが人情というものである. Higsonコンパクト化が, この問題に部分的な解答を与えている
ことを本項では考察する. 相対コンパクト性と有界性が同値になるX の粗構造全体を E(X)とす
る. 写像 h : E(X) → K(X) (h(E) := hEX) および t : K(X) → E(X) (t(X̃) := E

�X) の間の関係に
ついて考えよう. 次の備考で見るように, 残念ながら hや tは単射ではない.

備考 2.27. 例 2.10, 2.11にあるように, 離散空間 Nについて, 密着粗構造および普遍有界幾何
構造の Higsonコンパクト化は 1点コンパクト化 αX に等しい. ゆえに hは単射でない. また,

ω �= ω′ ∈ βN \ Nにおいて, ωと ω′を同一視した βNの商空間を Ñとすれば, これはNのコンパク
ト化であり, E

��
は離散粗構造に一致する (Example 2.34 of [7]). Eβ�も離散粗構造に一致するため

(例 2.22), tも単射でない.

一方,次の命題によりh◦t◦h = h, t◦h◦t = tであり,位相的粗構造全体 t(K(X))とHigsonコンパ
クト化全体h(E(X))との間にh, tを制限すると, h|t(K(X))および t|h(E(X))は全単射かつh|t(K(X))

−1 =

t|h(E(X))となる.

命題 2.28 (Proposition 2.45 of [7]). X の粗構造 E およびコンパクト化 X̃ について次が成り
立つ.

(a) E ⊂ t ◦ h(E) = EhEX .

Proof. Higsonコンパクト化は粗コンパクトであるという主張 (命題2.25)そのものである.

(b) X̃ ≤ h ◦ t(X̃) = hE
X
X.

Proof. X̃および hE
X
Xは粗空間 (X, E

�X)の粗コンパクト化である. Higsonコンパクト化は最
大の粗コンパクト化であったから, X̃ ≤ hE

X
Xである.

(c) hEX = h ◦ t(hEX),

Proof. X̃ := hEXとして (b)を適用すれば hEX ≤ h ◦ t(hEX). また, (a)の両辺に hを施すと
命題 2.19により順序が逆になり hEX ≥ h ◦ t(hEX).

(d) E
�X = t ◦ h(E

�X).

Proof. E := E
�X として (a)を適用すると E

�X ⊂ t ◦ h(E
�X). また, (b)の両辺に tを施すと命題

2.24により順序が逆になり E
�X ⊃ t ◦ h(E

�X).

備考 2.29 (Remark 2.46 of [7]). 上の結果と備考 2.27を組み合わせることで, 普遍有界幾何構
造は位相的粗構造にはなり得ない事が分かる. また, βNの境界上の 2点を同一視したコンパクト
化は, Higsonコンパクト化にはなり得ない.
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次の命題により, 第 1可算公理を満たすXの任意のコンパクト化はHigsonコンパクト化になり
得る. とくに, 第 2可算公理を満たすコンパクト化 (つまり距離付け可能なコンパクト化)はHigson

コンパクト化になり得る.

命題 2.30 (Proposition 2.48 of [7]). 第 1可算公理を満たすXのコンパクト化 X̃の位相的粗構
造について, hX ∼ X̃.

Proof. 命題 2.28(b)より X̃ ≤ hX である. 逆向きの不等式を示すにあたり写像の拡張性を愚直に
論じるのも良いが, ここでは次節で述べる命題 3.3を用いよう.27 恒等写像 id : (X, E

�X) → (X, EhX)

は連続な粗写像であり X̃は第 1可算公理を満たすので, 命題 3.3により連続な拡張 q : X̃ → hXを
持つ. これは hX ≤ X̃を意味する.

練習 2.31 (Exercise 2.49 of [7]). 固有距離空間 (X, d)の有界粗構造における Higsonコンパク
ト化は第 1可算公理を満たすことはない.

Proof. ここでは, 次項で証明することになる予告 1.36を用いて証明しよう. もし ω ∈ νX が可算
近傍基を持つとすれば, ωに収束する点列 xn ∈ X (n ∈ N)が存在する. Xは固有距離空間である
から集合A := { xn | n ∈ N }は有界ではなく, したがって部分列を取り直すことで次を満たすと
してよい:

∀ n ∈ N, d(xn, { xi | i = 1, · · · , n − 1 }) > n.

このとき, 離散距離空間 (A, d|A)を定義域とする任意の有界関数 f : A → RはHigson条件を満た
す. したがってCh(A, Ed|A) = C∗(A)である. ゆえに定理 1.11より hA ∼ βA ≈ βN. 予告 1.36によ
れば clhX A ∼ hAであり, clhX A ≈ βNの境界上の点は事実 1.16から可算近傍基を持たない. これ
は ω ∈ clhX Aが可算近傍基を持つことに矛盾する.

したがって, 有界粗構造におけるHigsonコンパクト化について命題 2.30を適用することは出来
ない. しかしながら, 次のような肯定的な結果を得ることができる:

命題 2.32 (Proposition 2.46 of [7]). 固有距離空間 (X, d)の有界粗構造 Edは, そのHigsonコン
パクト化 hXによる位相的粗構造 EhXに一致する.

Proof. Ed ⊂ EhXは命題 2.28(a)による. 逆の包含関係を示すためにE ∈ EhXを任意に取り, E ∈ Ed

を背理法で示そう. 議論を簡単にするために, ここでは次項で証明する予告 1.35を用いる. もし
E /∈ Edであると仮定すれば,

∀ M > 0, ∃ (xn, yn) ∈ E s.t. d(xn, yn) > M.

そこで, (xn, yn) ∈ Eを d(xn, yn) > nを満たすように取ろう. 距離がいくらでも離れることから,

A := { xn | n ∈ N }およびB := { yn | n ∈ N }の少なくともいずれか一方は有界ではない. もしA

が有界でないとすれば, A ⊂ E[B]ゆえBも有界ではない. 同様にBが有界でない場合もAは有界
でなく, ゆえにAおよびBは共に有界でない. したがって, 部分列を取りなおすことで, 次が成立
していると仮定してもよい:

∀ n ∈ N, d({ xn, yn }, { xi, yi | i = 1, · · · , n − 1 }) > n.

27実際, 写像の拡張性を論じようとすれば, 命題 3.3の証明と同様の議論を行うことになる.
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このとき, Y = A ∪ Bとすれば, Y を定義域とする任意の有界関数 f : Y → Rは Higson条件を
満たす. とくに f(A) = {0}, f(B) = {1}となる関数 f : Y → {0, 1} はHigson関数である. した
がって, 予告 1.35によりHigson関数となる連続な f の拡張 F : X → [0, 1]が存在し,28 更に F は
F̃ : hX → [0, 1]に拡張する. さて, Aは有界でないから, ある ω ∈ νX に収束するA上の有向点列
xnλ
が存在し, このときE ∈ EhXゆえ, 定義 2.21(b)から ynλ

もωに収束する. したがって次の矛盾
を得る:

ω ∈ clhX A ∩ clhX B ⊂ F̃−1(0) ∩ F̃−1(1) = ∅.

上と同様の事実が C0粗構造についても成立する. 距離 dが固有でない場合については, 考える
時間がなかった (参照 [4]).

練習 2.33 (Exercise 2.50 of [7]). 固有距離空間 (X, d)のC0粗構造 E0
d は, そのHigsonコンパク

ト化 hXによる位相的粗構造 EhX に一致する.

Proof. E0
d ⊂ EhXは命題 2.28(a)による. 逆の包含関係を示すためにE ∈ EhXを任意に取り, E ∈ E0

d

を背理法で示そう. もしE /∈ E0
d であると仮定すれば, 次を満たす ε > 0が存在する:

∀ K ⊂ X : コンパクト集合, ∃ (xK , yK) ∈ E \ K2 s.t. d(xK , yK) > ε.

したがって, 次を満たすように帰納的に点列 (xn, yn) ∈ Eを取ることができる:

• d(xn, yn) > ε,

• d(xn, { xi, yi | i = 1, · · · , n − 1 }) > n または d(yn, { xi, yi | i = 1, · · · , n − 1 }) > n.

このとき, A := { xn | n ∈ N }およびB := { yn | n ∈ N }の少なくともいずれか一方は有界ではな
い. もしAが有界でないとすれば, A ⊂ E[B]ゆえBも有界ではない. 同様にBが有界でない場合
も Aは有界でなく, ゆえにAおよびBは共に有界でない. したがって, 部分列を取りなおすこと
で, 次が成立していると仮定してもよい:

∀ n ∈ N, d({ xn, yn }, { xi, yi | i = 1, · · · , n − 1 }) > ε.

このとき d(A, B) > εである. ゆえに f(A) = {0}, f(B) = {1}を満たす一様連続写像 f ∈ Cu(X) =

Ch(X) が存在する.29 f の hX への拡張を f̃ としよう. さて, Aは離散部分集合であるから有界で
はない. そこで, hX において収束する xnの部分有向点列 xnλ

−→ ω ∈ νX を取れば, E ∈ EhX よ
り ynλ

−→ ωであり, ゆえに ω ∈ clhX A ∩ clhX B ⊂ f̃−1(0) ∩ f̃−1(1) = ∅. これは矛盾である.

28距離によって定義できる Aと B を分離する自然な連続写像が実際に Higson条件を満たすことを示してもよい.
29有界閉区間が一様 AEであることから直ちに得られる. あるいは, 距離によって定義される Aと B を分離する自
然な連続写像を考えよ.
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2.6 Higson コンパクト化の特徴づけ

この項では, 1.3および 1.4項で述べたことを, Higsonコンパクト化について考察する. これらに
関する記述はRoe [7]にはなく, 例えば, 有界粗構造については [1]を参照せよ.

定義 2.34. 粗空間 (X, E)の部分集合A, Bが次を満たすとき, 発散する (diverge)または漸近的に
交わらない (asymptotically disjoint)という:

∀ E ∈ E , E[A] ∩ E[B]は有界.

例 2.35. 距離空間Xの有界粗構造においてA, B ⊂ Xが発散することは, 任意のM > 0について
B(A, M) ∩ B(B, M)が有界になることと同値である.

補題 2.36. 粗空間 (X, E)の部分集合A, Bについて, clhX A∩ clhX B ∩ νX = ∅ならばAとBは発
散する.

Proof. AとBが発散することを背理法により示そう. もしE[A] ∩ E[B]が有界 (すなわち相対コ
ンパクト)でないような制御集合 E ∈ E が存在するとすれば, ある ω ∈ νX に収束する有向点列
zλ ∈ E[A] ∩ E[B]が見つかる. (xλ, zλ), (yλ, zλ) ∈ Eとなる xλ ∈ A, yλ ∈ Bを取れば, 命題 2.28(a)

より E ⊂ EhXであるから,定義 2.21(b)よりxλ, yλ −→ ω. したがってω ∈ clhX A∩clhX B∩νX �= ∅
となり, 矛盾を得る.

粗空間 (X, E)の部分集合Aにおいて, EのAへの制限 E|A := {E ∈ E | E ⊂ A2 }はA上の粗構
造をなす. (A, E|A)をXの部分粗空間と呼ぶ.

事実 2.37. 粗空間 (X, E)の部分集合 Aおよび E-Higson関数 f : X → Rについて, f |Aは E|A-

Higsonである.

いま我々は, 相対コンパクト性と有界性が同値になる粗空間 (X, E)を考えている. 部分粗空間
A ⊂ Xもそのような状況を満たすためには, Aは閉集合でなければならない:

事実 2.38. 粗空間 (X, E)の部分集合Aについて, (A, E|A)において相対コンパクト性と有界性が
同値となるための必要十分条件は, AがXの閉集合となることである.

補題 2.39. 粗空間 (X, E)の任意の集合A ⊂ Xについて, clhX A ≤ hE|AA.

Proof. 定理1.11により,対応する連続関数環に関する包含関係を示せば良い. 任意の f̃ ∈ C∗(clhX A)

について, f̃ |Aが E|A-Higsonであることを示そう. ティーチェの拡張定理より f̃ は F̃ : hX → R

に拡張する. 命題 1.13より F := F̃ |X は E-Higsonであり, その制限 F |A = f̃ |Aは E|A-Higsonであ
る.

定理 2.40. 粗空間 (X, E)について次は同値である.

(i) 任意の閉集合A ⊂ Xおよび E|A-Higson f : A → [a, b]について, F |A = f を満たす E-Higson

F : X → [a, b]が存在する. すなわち, 任意の閉集合からのHigson関数は全体のHigson関数
に拡張する.
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(ii) 任意の閉集合A ⊂ Xについて, clhX A ∼ hE|AA.

(iii) 互いに交わらない任意の閉集合 A, B ⊂ X について, Aと B が発散するならば clhX A ∩
clhX B = ∅.

Proof. (i)⇒(ii): 補題 2.39により clhX A ≤ hE|AAは既に示した. 定理 1.11を用いてhE|AA ≤ clhX A

を示すために, 任意の E|A-Higson f : A → Rが clhX Aに拡張することを言おう. f を E|A-Higson

とすれば (i)によりXへの拡張 F ∈ Ch(X)を持つ. F は hXへの拡張 F̃ を持ち, その制限 F̃ |clhX A

が求める拡張である.

(ii)⇒(i): f : A → [a, b]をE|A-Higsonとしよう. fは clhX A ∼ hE|AA上への拡張 f̃を持つ. ティー
チェの拡張定理により, f̃ は hX 上への拡張 F̃ を持ち, その制限 F̃ |X は E-Higsonなる f の拡張で
ある.

(i)⇒(iii): AとBが発散すると仮定する. Y = A ∪ B, f : Y → [0, 1]を f(A) = {0}, f(B) = {1}
と定める. f が E|Y -Higsonであることを確認しよう. 任意の対称な E ∈ E|Y に対して, K =

E[A] ∩ E[B]は有界であるから, x ∈ Y \ K ならば E[x] ⊂ Aまたは E[x] ⊂ B である. 実際,

E[x] ∩ A �= ∅かつ E[x] ∩ B �= ∅ とすれば, (a, x), (b, x) ∈ E を満たす a ∈ A, b ∈ B が存在
し, E の対称性から x ∈ E[A] ∩ E[B] = K となり x /∈ K に反する. ゆえに E[x]は, Aまたは
Bの少なくともいずれか一方に含まれてなければならない. よって, diam f(E[x]) = 0ゆえ f は
E|Y -Higsonとなる. したがって, (i)より f は E-Higsonとなる拡張 F : X → [0, 1]を持ち, 更
に F は F̃ : hX → [0, 1]へ拡張する. このとき, clhX A ⊂ F̃−1(0)および clhX B ⊂ F̃−1(1)より
clhX A ∩ clhX B ⊂ F̃−1(0) ∩ F̃−1(1) = ∅.

(iii)⇒(ii): 補題 2.39により clhX A ≤ hE|AAは既に示した. 命題 1.26を用いて hE|AA ≤ clhX Aを
示そう. hE|AAの互いに交わらない閉集合 C̃, D̃を任意に取る. C := C̃ ∩ AおよびD := D̃ ∩ Aは
補題 2.36により部分粗空間 (A, E|A)において発散する. まず, CとDが (X, E)においても発散す
ることを背理法で示そう. もしE[C] ∩ E[D]が有界とならないような対称かつΔX を含むE ∈ E
があると仮定すれば, あるω ∈ νXに収束する有向点列 xλ ∈ E[C]∩E[D]が存在する. 各 λについ
て (xλ, cλ), (xλ, dλ) ∈ E を満たす cλ ∈ Cおよび dλ ∈ Dを取れば, (cλ, dλ) ∈ E ◦ Eである. E ◦ E

は対称かつΔXを含むことから cλ, dλ ∈ (E ◦E[C])∩ (E ◦E[D])となり, E ′ := (E ◦E)∩A2 ∈ E|A
についても cλ, dλ ∈ E ′[C]∩E ′[D]が成り立つ. 命題 2.28(a)より E ⊂ EhXであるから, xλ −→ ωお
よび定義 2.21(b)より cλ, dλ −→ ωとなり, つまりE ′[C] ∩ E ′[D]は有界でない. これは (A, E|A)に
おいてCとDが発散することに矛盾する. 以上より, CとDは (X, E)においても発散する. した
がって (iii)より clhX C ∩ clhX D = ∅. ゆえに命題 1.26より hE|AA ≤ clhX A.

系 2.41. 粗空間 (X, E)が定理 2.40の各条件を満たすならば, その閉部分粗空間も各条件を満た
す.

固有粗空間については次の条件も同値になる:

命題 2.42. 粗連結な固有粗空間 (X, E)において, 定理 2.40の各条件と次は同値である.

(iv) 任意の集合A, B ⊂ Xについて, AとBが発散するならば clhX A ∩ clhX B ∩ νX = ∅.
Proof. (iii)⇒(iv): まず clX A∩ clX Bが有界であることを示そう. Eは固有であるから, ΔXの近傍
となるE ∈ Eが存在する. このとき命題 2.5より clX A∩ clX B ⊂ E[A]∩E[B]であり, AとBは発
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散することからE[A]∩E[B]は有界である. したがって clX A∩ clX Bも有界である. clX A∩ clX B

を含むX における相対コンパクトな開集合 U を取り, A′ := (clX A) \ U , B′ := (clX B) \ U とす
れば,

clhX A ∩ clhX B ∩ νX = clhX A′ ∩ clhX B′ ∩ νX = clhX A′ ∩ clhX B′

である. A′とB′は互いに交わらないXの閉集合であり,更にA′ ⊂ E[A]およびB′ ⊂ E[B]ゆえA′と
B′は発散する. したがって (iii)より clhX A′∩clhX B′ = ∅となり,それゆえ clhX A∩clhX B∩νX = ∅
を得る.

(iv)⇒(iii): 明らか.

備考 2.43. 定理 2.40の (iii)および命題 2.42の (iv)は, 補題 2.36により次のようにそれぞれ言い
換えることができる:

(iii)′ 互いに交わらない任意の閉集合 A, B ⊂ X について, Aと B が発散することと clhX A ∩
clhX B = ∅ となることは必要十分である.

(iv)′ 任意の集合A, B ⊂ Xについて, AとBが発散することと clhX A ∩ clhX B ∩ νX = ∅ となる
ことは必要十分である.

上の備考と系 1.27からHigsonコンパクト化の特徴づけとして次を得る.

系 2.44. 定理 2.40の各条件を満たす粗空間X, およびX のコンパクト化 X̃ について次は同値で
ある:

(i) X̃ ∼ hX,

(ii) 互いに交わらないXの任意の閉集合A, Bについて,

cl
�X A ∩ cl

�X B = ∅ ⇐⇒ AとBは発散する.

定理 2.40の各条件が任意の粗構造に対して成立するかどうか, 筆者には不明である. ここでは,

いくつかの粗構造の例が条件を満たすことを確かめよう.

命題 2.45. 第 1可算公理を満たすコンパクト化 X̃の位相的粗構造 E
�X において, 定理 2.40の各条

件が成立する.

Proof. 条件 (iii)の対偶を示そう. A, B ⊂ Xを交わらない閉集合とし, cl
�X A ∩ cl

�X B �= ∅を仮定す
る. ω ∈ cl

�X A∩ cl
�X B とすれば, ω ∈ ∂X := X̃ \Xであり, ωに収束する点列 an ∈ Aおよび bn ∈ B

が存在する. このときE := { (an, bn) | n ∈ N } ∈ E
�X である. 何故なら, 任意のコンパクト集合K

に対して, E[K]は有限集合となるのでEは固有である. また, anおよび bnの集積点は ω唯一つで
あることから, 定義 2.21(b)を満たすことが分かりE ∈ E

�X を得る. E ′ := E ∪ E−1 ∪ ΔX ∈ E
�X と

すれば, 各 n ∈ Nについて an ∈ E ′[A] ∩ E ′[B]である. したがってE ′[A] ∩ E ′[B]は有界ではなく,

とくにAとBは発散しない.

上の命題の適用外の粗空間について個別に考えてみよう.

事実 2.46. 正規空間における離散粗構造, および普遍有界幾何構造, C0粗構造において定理 2.40

の各条件が成立する.
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Proof. 離散粗構造の閉部分粗構造は, やはり離散粗構造である. これらのHigsonコンパクト化と
は Stone-Čechコンパクト化のことであり, 条件 (ii)の成立が命題 1.33より得られる. 普遍有界幾
何構造やC0粗構造についても同様の論法により条件 (ii)の成立が分かる.

事実 2.47. 固有距離空間の有界粗構造において, 定理 2.40の各条件が成立する.

Proof. 条件 (iii)が成り立つことを示そう. AとBを互いに交わらない発散する閉集合とする. A

とBを分離する自然な写像がHigson関数になることを示せば, 命題 1.28より clhX A∩ clhX B = ∅
を得る.

λ(x) :=
d(x, A)

d(x, A) + d(x, B)
とすれば, λ(A) = {0}, λ(B) = {1}.

Aと B は発散するので, 任意の R > 0について B(A, R) ∩ B(B, R)は有界となる. したがって,

F (x) := d(x, A) + d(y, B)とすれば F (x) −→ ∞ (x → ∞)である. 任意のM > 0に対して, 条件
d(x, y) < M の下で x, y ∈ Xを無限大に飛ばすと,

|λ(x) − λ(y)| =

∣∣∣∣d(x, A)

F (x)
− d(y, A)

F (y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣d(x, A)

F (x)
− d(y, A)

F (x)
+

d(y, A)

F (x)
− d(y, A)

F (y)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣d(x, A) − d(y, A)

F (x)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣d(y, A)(F (y)− F (x))

F (x)F (y)

∣∣∣∣
≤ d(x, y)

F (x)
+

d(y, A)

F (y)

∣∣∣∣F (y) − F (x)

F (x)

∣∣∣∣
≤ d(x, y)

F (x)
+

2d(x, y)

F (x)
−→ 0 (d(x, y) < M, x, y → ∞).

以上より λはHigson関数である.

事実 2.47の議論は, 予告 1.32および 1.35, 1.36に対する証明を与えたことを意味する.
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3 Higson コロナの粗不変性
まずは, これまでと同様に相対コンパクト性と有界性が同値になる粗空間のみを扱い, 最後に,

一般の粗空間のHigsonコロナの定義を述べる.

3.1 粗写像と粗同値

定義 3.1. 粗空間Xから Y への写像 F : (X, E) → (Y, E ′)が次の条件 (i), (ii)を満たすとき粗写像
(coarse map)という.

(i) E ∈ E =⇒ (F × F )(E) := { (F (x), F (x′)) | (x, x′) ∈ E } ∈ E ′,

(ii) B ⊂ Y : 有界 =⇒ F−1(B) : 有界.

更に, 粗写像 F : X → Y が次の条件 (iii)を満たすとき, F は粗同値 (coarse equivalence)である
といい, このときXと Y は粗同値 (coarse equivalent)であるという.

(iii) ∃ G : Y → X : 粗写像 s.t. G ◦ F および F ◦ Gは idX , idY とそれぞれ近い.

条件 (ii)は x −→ ∞ならば F (x) −→ ∞ (より正確にいえば, ∀ B ⊂ Y : 有界, ∃ K ⊂ X : 有
界 s.t. x ∈ X \K =⇒ F (x) ∈ Y \B) ということと同値である. とくに F が連続写像である場合,

(ii)は F が固有写像であることを意味する.30

備考 3.2. 有界粗構造による粗空間の間の写像 F : (X, EdX
) → (Y, EdY

)について, 上の (i)は次の
(i)′あるいは (i)′′のように言い換えることができる:

(i)′ ∀ M > 0, ∃ L > 0, ∀ x ∈ X, diam F (B(x,M)) ≤ L,

(i)′′ ∃ ρ : [0,∞) → [0,∞) : 単調増加 s.t. ∀ x, x′ ∈ X, dY (F (x), F (x′)) ≤ ρ(dX(x, x′)).

粗写像の利点は連続性を仮定しないことにあるのだが, 当面の間は連続性を仮定し, 次の命題の
Higsonコンパクト化版について考えよう.

命題 3.3 (Proposition 2.33 of [7]). 局所コンパクト空間X および Y のコンパクト化 X̃, Ỹ を
考え, X̃は第 1可算公理を満たすとする. このとき, (連続な)固有写像 F : (X, E

�X) → (Y, E
�Y )が連

続な拡張 F̃ : X̃ → Ỹ を持つための必要十分条件は, F が粗写像となることである.

Proof. まず必要性を示そう. F̃ : X̃ → Ỹ を F の連続な拡張とする. 仮定より F は固有写像である
から粗写像であるための条件 (ii)を満たす. したがって (i)が成り立つことを示せばよい. 任意の
E ∈ E

�X に対して, (F × F )(E)が定義 2.21の条件 (a)を満たすことを示したい.

cl
�X× �X(F × F )(E) = cl

�X× �X(F̃ × F̃ )(E) = (F̃ × F̃ )(cl
�X× �X E)

30一般に, コンパクト集合の逆像がコンパクトになる連続写像を固有写像 (proper map)という. 相対コンパクト
性と有界性が一致する粗空間の間の連続写像は, 固有写像であることと条件 (ii)を満たすことは同値である. このた
め, Roe [7]では条件 (ii)を満たす写像のことを固有写像と呼んでいる.
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であることに注意する. 任意の (y, y′) ∈ (F̃×F̃ )(cl
�X× �X E)\Y 2に対して, (F̃ (x), F̃ (x′)) = (y, y′)を満

たす (x, x′) ∈ cl
�X× �X Eを取れば, (y, y′) /∈ Y 2より (x, x′) /∈ X2である. Eは定義2.21の条件 (a)を満

たすので (cl
�X× �X E)\X2 ⊂ Δ∂Xゆえx = x′. したがってy = y′. 以上より (cl

�X× �X(F×F )(E))\Y 2 ⊂
Δ∂Y .

十分性を示すために, 命題 1.25の拡張条件を F : X → Ỹ が満たすことを確認しよう. A, B

を Ỹ の交わらない閉集合であるとし, cl
�X F−1(A) ∩ cl

�X F−1(B) = ∅を背理法により示す. もし
cl

�X F−1(A) ∩ cl
�X F−1(B) �= ∅ とすれば, X̃の第 1可算性から z ∈ cl

�X F−1(A)∩ cl
�X F−1(B)に収束

する点列 an ∈ F−1(A), bn ∈ F−1(B) が存在する. このときE := { (an, bn) | n ∈ N }は定義 2.21

の条件 (b)を満たすので E ∈ E
�X となる (詳しくは命題 2.45の証明と同様の議論31による). F は

粗写像ゆえ E ′ := (F × F )(E) ∈ E
�Y である. Ỹ のコンパクト性により, A上の点列 F (an)は収束

する部分有向点列 F (anλ
) (λ ∈ Λ)を持つ. F (anλ

)の収束先を wとすれば, w ∈ ∂Y でなければな
らない. 何故なら, もし w ∈ Y とすれば wのコンパクト近傍K ⊂ Y が取れる. このとき, 十分大
きい λ ∈ Λについて F (anλ

) ∈ Kとなる. F は固有写像ゆえ F−1(K)はコンパクトとなり, これは
anの部分有向点列 anλ

が z ∈ ∂X に収束することに反する. さて, (F (anλ
), F (bnλ

)) ∈ E ′ および
F (anλ

) −→ w ∈ ∂Y ゆえ F (bnλ
) −→ wである. したがってw ∈ A ∩ Bとなり, これはA ∩ B = ∅

に矛盾する. 以上より, cl
�X F−1(A) ∩ cl

�X F−1(B) = ∅であり, 命題 1.25により F は X̃上に拡張す
る.

備考 3.4. 上の必要性の証明において, 第 1可算性は用いていないことに注意せよ.

次の命題により, 一般の粗空間においても, 粗写像であることが Higsonコンパクト化に拡張を
持つための十分条件であることが分かる. その前に, まず補題を示そう.

補題 3.5. 連続な粗写像 F : X → Y および任意の f ∈ Ch(Y )について f ◦ F ∈ Ch(X)である.

Proof. X の粗構造を E , Y の粗構造を E ′ とする. 任意の E ∈ E および ε > 0に対して, E ′ :=

(F ×F )(E) ∈ E ′より次を満たす有界集合B ⊂ Y が存在する: y ∈ Y \Bならば diam f(E ′[y]) < ε.

このとき, F−1(B)は有界であり, x ∈ X \ F−1(B)ならば F (x) ∈ Y \ Bである.

F (E[x]) = { F (x′) | (x′, x) ∈ E } ⊂ { y′ | (y′, F (x)) ∈ E ′ } = E ′[F (x)]

より diam f ◦ F (E[x]) ≤ diam f(E ′[F (x)]) < ε. ゆえに f ◦ F は E-Higsonである.

命題 3.6. 粗空間X および Y について, 連続な粗写像 F : X → Y はHigsonコンパクト化への連
続な拡張 F̃ : hX → hY を持ち, F̃ (νX) ⊂ νY となる.

Proof. 補題 3.5および命題 1.45より直ちに主張は得られるが, 関数解析に不慣れな者のために直
接証明を試みよう. F ′ : RCh(X) → RCh(Y )を任意の z = (zg)g∈Ch(X) ∈ RCh(X)に対して F ′(z) :=

(zf◦F )f∈Ch(Y )と定めれば, 補題 3.5より f ◦F ∈ Ch(X)であるからこれはwell-definedである. また,

F ′が連続であることは, RCh(Y )の任意の座標 f ∈ Ch(Y )について prf ◦F ′ = prf◦F が連続であるこ
とから分かる. いま我々は, x ∈ Xと eCh(X)(x) ∈ RCh(X)を, そして y ∈ Y と eCh(Y )(y) ∈ RCh(Y )を
同一視している. 任意の x ∈ Xについて

F ′(eCh(X)(x)) = F ′ ((g(x))g∈Ch(X)

)
= (f ◦ F (x))f∈Ch(Y ) = eCh(Y )(F (x))

31この議論が一般の有向点列ではできないため, 命題では第 1可算性を要求している.
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であり, これはF ′がF の拡張であることを意味する. F (X) ⊂ Y ⊂ hY よりF ′−1(hY )はXを含む
閉集合であるから hX ⊂ F ′−1(hY ), つまり F ′(hX) ⊂ hY であり, 制限 F̃ := F ′|hX : hX → hY に
より求める拡張を得る. F̃ (νX) ⊂ νY となることはF の固有性 (粗写像の条件 (ii))より分かる.

多くの粗空間においては, 連続写像が粗写像であることはHigsonコンパクト化に拡張するため
の必要条件にもなっている:

系 3.7. 粗空間 (X, E)から位相的粗構造からなる粗空間 (Y, E
�Y ) への連続写像 F : X → Y におい

て, F が粗写像であることは, F̃ (νX) ⊂ νY なる連続な拡張 F̃ : hX → hY を持つことの必要十分
条件である.

Proof. 粗写像であれば拡張を持つことは既に示した. 逆を示すにあたり, まずF が固有写像になる
ことを背理法を用いて証明しよう. F が固有でないとすれば, F−1(K)が有界にならないようなコ
ンパクト集合K ⊂ Y が存在する. このときA := F−1(K)とすれば clhX A∩ νX �= ∅である. 一方,

F̃ (clhX A) ⊂ clhY F (A) ⊂ K であるから F̃ (clhX A) ∩ νY ⊂ K ∩ νY = ∅. そこで z ∈ clhX A ∩ νX

を取れば F̃ (z) ∈ F̃ (clhX A) ∩ νY �= ∅となり, 矛盾が生じる. 以上より F は固有写像である.

さて, 命題 3.3の必要性においては第 1可算公理を仮定しなくてもよかったので, F : (X, EhX) →
(Y, EhY )が粗写像であることが分かる. また, 命題 2.28より E ⊂ EhXおよび E

�Y = EhY であるから,

F : (X, E) → (Y, E
�Y )も粗写像となる.

次の命題も関数解析の言葉で直ちに示される (命題 3.17). ここではその様子をHigsonコンパク
ト化にじかに触れながら確認しよう.

命題 3.8. 連続な粗写像 F, G : X → Y が近ければ, そのHigsonコンパクト化への拡張 F̃ , G̃につ
いて F̃ |νX = G̃|νX .

Proof. 任意の z ∈ νX を固定する. F̃ (z) = G̃(z) ∈ RCh(Y )を示すには, 各座標 f ∈ Ch(Y )ごとに
F̃ (z)f = G̃(z)f となることを示せば良い. 命題 3.6の証明における F̃ の定義より, F̃ (z)f = zf◦F ,

同様に G̃(z)f = zf◦Gであったので, 結局は zf◦F = zf◦Gを示せば良い.

さて, zに収束する有向点列xλ ∈ X (λ ∈ Λ)を一つ固定しよう. このとき, f ◦F (xλ) = xλ
f◦F −→

zf◦F , 同様に f ◦ G(xλ) −→ zf◦Gである. F とGは近いゆえE = { (F (xλ), G(xλ) | λ ∈ Λ } は粗空
間 Y の制御集合である. f はHigson関数であるから事実 2.6により, 任意の ε > 0に対して次を満
たす有界集合B ⊂ Y が取れる:

(y, y′) ∈ E \ B2 =⇒ |f(y) − f(y′)| <
ε

3
.

F は粗写像であるからK := F−1(B)も有界である. λが十分大きいとき, |zf◦F − f ◦ F (xλ)| < ε/3

および |zf◦G − f ◦G(xλ)| < ε/3となり, さらに xλ /∈ Kとなる. このとき, (F (xλ), G(xλ)) ∈ E \B2

であり,

|zf◦F − zf◦G| ≤ |zf◦F − f ◦ F (xλ)|
+ |f ◦ F (xλ) − f ◦ G(xλ)| + |f ◦ G(xλ) − zf◦G| <

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

ε > 0の任意性より zf◦F = zf◦G.
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系 3.9. F : X → Y , G : Y → Xを連続な粗写像としG ◦ F および F ◦ Gは idX , idY とそれぞれ
近いとすれば, νX ≈ νY .

Proof. F , Gの拡張を F̃ , G̃とする. G◦F および idXはXからXへの粗写像であるから, 前命題に
より idνX = G̃ ◦ F̃ |νX . 同様にして idνY = F̃ ◦ G̃|νX が示せ, F̃ : νX → νY は同相写像である.

Higsonコロナの粗不変性を示すには, 連続性を仮定せずに粗写像を扱わなければならない. ここ
で, 固有距離空間の有界粗構造を考える場合は, 任意の関数が連続となるような空間, すなわち離散
空間に話を帰着させることができる. 正数M > 0について距離空間DがM -離散 (M -discrete)

であるとは, 任意の z �= z′ ∈ Dについて d(z, z′) ≥ M となることをいう.

補題 3.10. 任意の距離空間 (X, d)およびM > 0に対して, 有界粗構造についてXと粗同値なM-

離散部分集合D ⊂ Xが存在する. 更に, Xが固有距離空間ならば νEd
X = νEd|D

D.

Proof. X 上のM-離散集合全体は包含関係に関して順序集合となり, ツォルンの補題により極大
元Dを持つ. Dの極大性よりB(D, M) = X となり, ゆえに包含写像 id : D ↪→ X は粗同値であ
る. 実際, 各 x ∈ X について d(x, z) < M を満たす z ∈ Dを一つとり g(x) := zとすれば, 対応
g : X → Dも粗写像となり, g ◦ idおよび id ◦gは, それぞれ恒等写像と近い.

DはX の閉部分集合であるから, 定理 2.40(ii)により hD ∼ clhX Dである. ゆえに νD ⊂ νX

としてよい. 逆向きの包含関係 νX ⊂ νDを示そう. 任意の ω ∈ νX を取り, ωに収束する有向点
列 xλ ∈ X (λ ∈ Λ)を取る. zλ := g(xλ) ∈ Dとして, zλが ωに収束することを示せば ω ∈ νDを
得る. いま hX ⊂ RCh(X)と考えていたので, 各座標 f ∈ Ch(X)について |xλ

f − zλ
f | −→ 0 が示せ

れば zλ −→ ωとなる. f はHigson関数であるから limλ∈Λ diam f(B(xλ, M)) = 0である. これは
|xλ

f − zλ
f | −→ 0を意味している.

定理 3.11. 固有距離空間 (X, d)および (Y, d′)について, Xと Y が粗同値ならば νEd
X ≈ νEd′Y .

Proof. 補題 3.10を用いてX および Y とそれぞれ粗同値な離散空間DX ⊂ X, DY ⊂ Y を取れば
DX とDY は粗同値である. したがって系 3.9により νX = νDX ≈ νDY = νY .

3.2 一般化されたHigsonコロナ

最後に, Higsonコロナの定義を一般の粗空間へ拡張しよう. 拡張するにあたり, これまでの議論
における次の 2つの欠点を解消しなければならない:

(I) 例 2.17にあるように, 粗空間の意味で有界な閉集合をコンパクト化させるために付加した境
界上の点は, 粗空間としての無限遠の性質を何ら反映していない. そこで, こうした不必要な
境界の情報を削った空間としてコロナを定義したい.

(II) 粗写像の真髄は連続性を仮定しないことにある. 固有距離空間においては, 粗同値な離散空
間を持ち出すことで粗写像の連続性を外せたものの, このような議論は一般の粗空間におい
ては不可能である.
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(I)を解決するためには, 位相空間としての無限遠ではなく, 粗空間としての無限遠を定義すれば
よい. つまり, 極限 “limx→∞ f(x) = 0” が局所コンパクト空間において定義される概念であったの
に対し, 一般の粗空間上の極限 “Limx→∞ f(x) = 0”を次のように定義する:

∀ ε > 0, ∃ B ⊂ X : 有界, s.t. x ∈ X \ B ⇒ |f(x)| < ε.

2つの極限概念 limと Limは, 相対コンパクト性と有界性が同値になる局所コンパクト粗空間にお
いては一致し, そうでない空間 (例えば例 2.17に挙げた空間)では一致しない点に注意しよう.

(II)を解決するためには連続でない関数までをも含めた関数空間を考えればよい. また, 定理
1.46を用いるため, ここでは複素数値関数を考えることにする. 本稿では, 粗空間X上の複素数値
有界連続関数全体を C∗(X), Higson関数全体を Ch(X)と表していたのであった. これに対して, X

の複素数値有界関数 (連続でなくてもよい)全体を B(X)で表す. B(X)も一様ノルムに関して C∗

環の構造を持ち, C∗(X)を部分C∗環として含む. また,

B0(X) := { f ∈ B(X) | Limx→∞ f(x) = 0 }

とする. 更に, Higson条件を満たす有界関数全体をBh(X)とすれば, これはB0(X)を含むB(X)の
部分C∗環である.32

補題 3.12 (Lemma 2.40(a) of [7]). 相対コンパクト性と有界性が同値な粗空間Xについて,

C0(X) = Ch(X) ∩ B0(X).

Proof. “⊂” は明らかである. 逆に f ∈ Ch(X) ∩ B0(X)とすれば, f ∈ Ch(X)より f は連続である. また, X
の仮定により, 相対コンパクト性と有界性は同値であったから f ∈ B0(X)は f ∈ C0(X)を意味する.

補題 3.13 (Lemma 2.40(b) of [7]). パラコンパクトな粗空間XがΔXのある近傍を制御集合と
して持てば,

Bh(X) = Ch(X) + B0(X).

Proof. “⊃” は明らかである. “⊂” を示そう. ΔX の近傍となる制御集合をEとする. 各 x ∈ Xに
対してUx ×Ux ⊂ Eを満たす xの近傍Uxを取る. Xの開被覆U := {Ux | x ∈ X }に対して, パラ
コンパクト性から U の局所有限な細分 V := { Vγ | γ ∈ Γ }を取り, 各 γ ∈ Γに対して Vγ ⊂ Uxγ を
満たす xγ ∈ Xを決めておく. V に対する 1の分割を ϕγ (γ ∈ Γ) とする.

さて, 任意の f ∈ Bh(X)に対して, g : X → Cを次で定める:

g(x) :=
∑
γ∈Γ

ϕγ(x)f(xγ).

次の不等式により, gの有界性を得る:

∀ x ∈ X, |g(x)| ≤
∑
γ∈Γ

ϕγ(x)|f(xγ)| ≤
∑
γ∈Γ

ϕγ(x)‖f‖ = ‖f‖.

次に gが連続であることを示そう. 任意の x ∈ X に対して, V は局所有限であるから, xの開近
傍W で, { γ ∈ Γ | W ∩ Vλ �= ∅ }が有限集合になるようなものが取れる. このとき, W ∩ Vλ = ∅な

32B0(X) ⊂ Bh(X)は, 命題 2.14とほとんど同じようにして示せる.
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らばϕλ(W ) = {0}であるから, W における gの定義はW の元によらない有限和となる. 連続関数
の有限和は連続ゆえ g|W は連続である. xの任意性から, g自身も連続である.

次にf−g ∈ B0(X)を示すために ε > 0を任意に取ろう. fはHigson条件を満たすので, x ∈ X\B

ならば diam f(E[x]) < ε となるような有界集合B ⊂ Xが存在する. 各 x ∈ Xについてϕγ(x) �= 0

ならば (xγ , x) ∈ Uxγ × Vγ ⊂ Uxγ × Uxγ ⊂ E ゆえに x, xγ ∈ E[x]となることに注意すると, 任意の
x ∈ X \ Bについて

|f(x) − g(x)| =

∣∣∣∣∣
∑
γ∈Γ

ϕγ(x)(f(x) − f(xγ))

∣∣∣∣∣ ≤
∑
γ∈Γ

ϕγ(x)|f(x) − f(xγ)| <
∑
γ∈Γ

ϕγ(x) · ε = ε.

したがって f − g ∈ B0(X)である. g = f − (f − g) ∈ Bh(X) + B0(X) = Bh(X) かつ gは連続ゆえ
g ∈ Ch(X). 以上より, f = g + (f − g) ∈ Ch(X) + B0(X).

事実 3.14 (第 2同型定理). C∗環Aの部分C∗環B, Cについて, C/(B ∩ C) � (B + C)/B.

Proof. 本来は C∗ 環として同型になることを証明しなければならないが, ここではアーベル群として同型
になることのみ確認しよう. D := B ∩ C とおき, 写像 Φ : (B + C)/B → C/Dを Φ(b + c + B) := c + D
(b ∈ B, c ∈ C) と定めれば Φは well-definedである. 実際, (b + c) − (b′ + c′) ∈ B (b′ ∈ B, c′ ∈ C)とすれ
ば, c − c′ ∈ B − (b − b′) = Bであり, c − c′ ∈ C と合わせて c − c′ ∈ Dを得る. Φは明らかに準同型であ
る. C ⊂ B + CゆえΦの全射性は明らかなので単射性を示そう. Φ(b + c + B) = Φ(b′ + c′ + B) (b, b′ ∈ B,
c, c′ ∈ C)を仮定すれば, c − c′ ∈ D ⊂ Bおよび b − b′ ∈ Bゆえ (b + c) − (b′ + c′) = (b − b′) + (c − c′) ∈ B
である. 以上より Φは単射であり, したがって同型となる.

命題 1.38および補題 3.12, 3.13, 事実 3.14から, 任意の粗連結な固有粗空間Xについて次を得る:

C∗(νX) � Ch(X)

C0(X)
=

Ch(X)

B0(X) ∩ Ch(X)
� B0(X) + Ch(X)

B0(X)
=

Bh(X)

B0(X)
.

これを踏まえて, 一般の粗空間に対するHigsonコロナを次のように定義しよう:

定義 3.15. 粗空間 (X, E)において, 定理 1.46および系 1.43により Bh(X)/B0(X) � C∗(νX) を満
たすコンパクト空間 νXが同相を除いて一意に存在する. この νXをXのHigsonコロナという.

備考 3.16. 定義 2.20と定義 3.15は, 粗連結な固有粗空間については一致する. 一般の局所コンパ
クト空間の粗構造においても一致するかどうか筆者には不明である.

命題 3.17 (Proposition 2.41 of [7]). 粗空間XおよびY について,粗写像F : X → Y はHigson

コロナ間の連続写像 F̃ : νX → νY を誘導する. また, 粗写像 F, G : X → Y が近ければ, それらが
誘導するHigsonコロナ間の連続写像は一致する.

Proof. 補題 3.5と同様の証明で, 任意の f ∈ Bh(Y )に対して f ◦ F ∈ Bh(X)を得る. したがって,

F は準同型 TF : Bh(Y ) → Bh(X) (TF (f) := f ◦ F ) を誘導する. TF (B0(Y )) ⊂ B0(X)より, TF は
準同型 ΦF : C∗(νY ) � Bh(Y )/B0(Y ) → Bh(X)/B0(X) � C∗(νX)を与える. 定理 1.39によって得
られるT

�F = ΦF を満たす F̃ : νX → νY が求める連続写像である.

主張の後半を示そう. 任意の f ∈ Bh(Y )について ΦF (f) = ΦG(f), つまり TF (f) − TG(f) =

f ◦ F − f ◦ G ∈ B0(Y )をいえばよい. F とGは近いのでE := { (F (x), G(x)) | x ∈ X }は Y の
制御集合である. 任意に ε > 0を取ろう. f は Higson条件を満たすので, (y, y′) ∈ E \ B2ならば
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|f(y)− f(y′)| < ε となるような有界集合B ⊂ Y が存在する. F は粗写像ゆえ F−1(B)は有界であ
る. このとき, 任意の x ∈ X \ F−1(B)に対して, F (x) /∈ Bであるから (F (x), G(x)) ∈ E \B2とな
り |f(F (x)) − f(G(x))| < ε. ゆえに f ◦ F − f ◦ G ∈ B0(Y ).

系 3.18 (Corollary 2.42 of [7]). 粗空間Xと Y が粗同値ならば νX ≈ νY .

Proof. 証明は系 3.9の論法とほとんど同じである. G ◦ F および F ◦ Gが idX , idY とそれぞれ近
くなるような粗写像 F : X → Y , G : Y → Xを取り, それらが誘導するHigsonコロナ間の写像を
F̃ : νX → νY , G̃ : νY → νXとする. G ◦ F および idX は共にX からXへの粗写像であり, 前命
題より idνX = G̃ ◦ F = G̃ ◦ F̃ . 同様にして idνY = F̃ ◦ G̃が分かり, F̃ : νX → νY は同相写像であ
る.

備考 3.19. 離散空間 Nにおける密着粗構造 E と普遍有界幾何構造 E ′ は粗同値ではない. 実際,

(N, E)から (N, E ′)への任意の写像は粗写像でない. ところが, これら固有粗空間のHigsonコンパ
クト化は共に 1点コンパクト化であったから, とくに Higsonコロナは同相であり, ゆえに系 3.18

の逆は成り立たない. Higsonコロナがどの程度もとの粗空間の情報を反映しているかという問題
は, 同じタイプの粗構造, あるいは位相的粗構造に限って考えるべきなのかもしれない.

一般の粗空間に対するHigsonコロナを手作りで構成する方法はないだろうか. 粗空間Xの各点
が有界近傍をもつとすれば, 命題 2.15より Ch(X) ∈ A(X)となる. つまり, XのHigsonコンパク
ト化 hX := T (Ch(X))が定義される. そこで, hXにおける境界 ∂X := hX \ Xの部分空間

μX := hX \ U ⊂ ∂X, ただし, U :=
⋃

{ clhX B | B ⊂ X : 有界 }
を考えれば, μX はX の有界部分の情報を削った空間である. 最後に, μX ≈ νX となることを確
認して本稿を終えよう.

命題 3.20. ΔX のある近傍を制御集合として持つ粗連結なパラコンパクト粗空間Xについて,

μX ≈ νX.

Proof. まず, μX がコンパクト空間であることを示すために, U が hX の開集合となることを示
そう. 任意の z ∈ U に対して, z ∈ clhX B を満たす有界集合 B が存在する. このとき, 仮定よ
り clX Bの有界開近傍B′が存在する.33 そこで, ウリゾーンの補題を用いて f(clX B) = {1} かつ
f(X \ B′) = {0}を満たす連続関数 f : X → [0, 1]を取れば, f ∈ B0(X)ゆえ f はHigson関数であ
り, 連続な拡張 f̃ : hX → [0, 1]を持ち, このとき f̃(z) = 1となる. さて, hXの開集合 f̃−1((0, 1])に
おいて f̃−1((0, 1]) ∩ X = f−1((0, 1])は稠密であるから, f̃−1((0, 1]) ⊂ clhX f−1((0, 1]). したがって,

z ∈ f̃−1((0, 1]) ⊂ clhX f−1((0, 1]) ⊂ clhX B′ ⊂ U.

ゆえにU は hXの開集合である.

命題 1.38によれば C∗(μX) � C∗(hX)/C0(U)であった. また, C∗(νX) � Ch(X)/(B0(X)∩Ch(X))

であったから, νX ≈ μXを示すために同型

Φ : Ch(X)/(B0(X) ∩ Ch(X)) → C∗(hX)/C0(U)
33ΔX の近傍 E ⊂ X2 を制御集合とすれば, 有界集合 B について clX B ⊂ E[B]であり (命題 2.5), E[B]は clX B
の有界近傍となる.
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を構成しよう. 任意の f ∈ Ch(X)に対して, f は f̃ ∈ C∗(hX)に拡張する. そこで,

Φ(f + B0(X) ∩ Ch(X)) := f̃ + C0(U)

と定義すれば, これはwell-definedである. 実際に f − f ′ ∈ B0(X)∩ Ch(X) (f, f ′ ∈ Ch(X))として,

f̃ − f̃ ′ ∈ C0(U)を確認してみよう. ε > 0を任意に取れば, f − f ′ ∈ B0(X)から次を得る:

∃ B ⊂ X : 有界, s.t. x ∈ X \ B ⇒ |f(x) − f ′(x)| < ε.

つまり, z ∈ hX \ clhX B とすれば, z は X \ B の触点であるから |f̃(z) − f̃ ′(z)| ≤ ε. ゆえに
f̃ − f̃ ′ ∈ C0(U). Φの全射性は明らかなので, 単射性を示そう. ker Φ = {0} (= B0(X) ∩ Ch(X)) を
いえばよい. f ∈ Ch(X)の拡張 f̃ : hX → Cが f̃ ∈ C0(U)を満たすとし, ε > 0を任意に取ろう. こ
のとき,

∃ K ⊂ U : コンパクト, s.t. x ∈ hX \ K ⇒ |f̃(x)| < ε.

μXのコンパクト性の議論と同様の方法で, 各 z ∈ Kに対して, clhX Bzが hXにおける zの近傍と
なるように有界集合Bz ⊂ Xが取れる. K のコンパクト性より有限個の zi ∈ K (i = 1, · · · , n)を
用いてK ⊂ ⋃n

i=1 clhX Bzi
とできるので, K ∩X ⊂ ⋃n

i=1 clX Bzi
. ゆえにK ∩Xは有界集合である.

x ∈ X \ (K ∩ X)ならば |f(x)| < εとなることは明らかであり, f ∈ B0(X) ∩ Ch(X)を得る.
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