
線形代数学 講義ノート

まえがき

これは大学 1年次を対象にした線形代数学の講義ノートである. 前期の講義では連立 1次方程式の解
法と行列式の計算を, 後期は線形空間の抽象論の初歩, および行列の対角化を目標に定めている.

はじめに, この講義ノートの主旨を簡単に述べておこう. 本論は, 簡単な計算演習はある程度こなせる
ものの, 線形代数学で扱う数学的諸概念の意義が分からずに苦しんでいる者を主な対象としている. 本論
の対象者をこのように設定した理由は次の通りである.

数学への理解を妨げる数々の要因の中で, いまから述べる二つの課題はとくに重要であると思われる.

一つは, 数学についての説明それ自体の意味が把握できずに, つまずいてしまうことである. 新しい概念
の定義が与えられても, その定義を説明する文の意味があまりよく理解できず, したがって定義に基づい
た簡単な計算ですら, 何をどう計算すればよいのか分からないという状況である. 幸い, 昨今の数学参考
書の多くはこの手の問題に真摯に取り組んでおり, 「計算の仕方が分からない」という学生への配慮は
十分に達成されているように見受けられる.

もう一つの課題は, 新しい概念の意味は理解したものの, それが何のために導入されたのか, あるいは
何のために計算するのか分からず, パターンを暗記するだけのつまらない作業と数学を見なしてしまい,

学習意欲が保てなくなることである. 実は, この課題は時間によって解決されることになっている. すな
わち, 各々が専門課程に進み, 実際に数学を道具として用いる経験を踏まえて数学の必要性を理解するこ
とになる. しかしながら, 専門的な狭い視野, とくに道具としての必要性だけではなく, もっと学問全体
を包括的に捉える立場から, 数学の意義および数学概念の理解を深めることも大切であると思われる. そ
れに, 諸概念の意義が分からずに, 盲目的に計算練習をこなす作業から生じる虚無感への処方は, できる
ならば早いほうがよいはずである.

現在の数学教育の現状を踏まえると, 一つ目の課題への対処は精力的になされる一方で, 二つ目の課題
への対処にはあまり多くの時間が割かれていないようである. そこで本論では, 二つ目に挙げた課題を念
頭に, 各概念の意義について焦点を当てる講義ノートを目指した. ゆえに天下り的な定義はなるべく控
え, その概念を与える理由について出来る限り説明するよう心がけた. また, 普段であれば講義において
口頭で説明すれば十分であり, 一般の参考書等には記述されないような事実についても, あえて述べてい
る. したがって, 全体にわたって非常に冗長な内容となっており, それは, 枝葉末節を切り捨て簡潔な記
述を好む数学の美意識を貶めるものである. しかしながら初学者の理解を優先する立場から, あえてこの
ような記述を試みた.

なお, 本論は理論的立場に重点を置いたため, 具体的な計算演習については殆ど触れなかった. また,

上で挙げた一つ目の課題, 概念の意味自体を理解させるための解説については, 標準的な参考書のそれと
変わらない程度にしか書かなかった. 計算演習のために多くの例題を必要とする場合, あるいは定義や定
理で述べられる文それ自体の理解に難がある場合は, それらの用途に特化した参考書を各自に参照して
もらいたい. もちろん, 後者については講義中に質問してもらっても構わない.

本論が学習の一助になれば幸いである.

担当: 嶺 幸太郎
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1 線形代数学とは何か

始めに, 線形代数学とはどんな理論であり, 学問全体の中でどういう位置を占めているかについて簡単
に述べておきたい. そのためには次の二つの視点から眺めるのがよいように思う. 一つは大学教育にお
ける線形代数の役割について, もう一つは数学の諸分野の中での線形代数の占める位置である. 前者につ
いては線形代数に限らず, まず, 大学における数学教育の役割を述べる. また後者を論じる前提として,

数学の分野がどのように大別されているか説明する. すなわち, 線形代数という言葉はいったん忘れて,

まずはこれらの大枠について俯瞰する.

1.1 大学で学ぶということ

大学で学ぶとはどういう事か考えると, そもそも大学とは何かという「大学論」を避けては通れない.

すなわち, 大学の歴史やその存在意義について問わねばならなくなる. ただ, この手の話はあまり風呂敷
を広げすぎると収拾がつかなくなり, 線形代数学の講義の中で述べるには適切ではない. そこで, ここで
は中世・近代における西洋の大学とはどんなものであったかを少しだけ説明しておこう. もちろん, 明治
に作られた我が国の大学の元々の理念は西洋の知識を効率的に吸収し富国強兵を担う国家のための人材
を提供することにあり, したがって西洋のそれとは事情が異なっている. しなしながら, 我が国の大学も
西洋の大学に多くを手本としたことは事実であるから, 近代以前の大学について考えることは無意味で
はない. なお, この辺りのくい違いが, 我が国における大学論を複雑にしているようである.

では, 中世における大学とは何を学ぶ場所であったのだろうか. それは高度知識人になるための教養
を学ぶ場であった. ここでいう教養とは何かという問いはこれまた難しいのだが, 簡単にまとめれば, 物
事をきちんと把握し, 適切な判断を下すことのできる能力のことである. したがって教養とは広い知識
だけを指すのではなく, それを活用する能力のことも含んでいる. そして, 大学で教養を身につけたのち
に, 専門職教育機関 (大学院1)にて専門課程について学び, それぞれの職業に就くのであった. 教養が必
要とされる専門職は当初は神学・法学・医学に関するものが主であった. のちに社会が専門化・多様化
したことにより, 様々な職業において高度な知識人が求められるようになり, 教養を必要とする者の多く
が大学に足を運んだのである. 大学とは, どのような職に就くにせよ必要となる学力を身につける場であ
ると見なされていた.

なお, 当時の教養教育はリベラル・アーツ（自由七科）と呼ばれ, これはギリシャのプラトンまでさか
のぼる思想である. 自由というのは, 偏見なく自らの判断で物事を見定めることができるという意味が込
められている. また, 七科とは具体的な学科のことであり, 言語に関わる三学（文法・論理・修辞）と数
理に関わる四科（算術・幾何・天文・音楽）を指す. これらの知識を身につけていることが当時の知識
人のあいだの常識であった.

1.2 数学教育とパッケージ化

もう既にお気付きの方も多いかと思われるが, 大学の初年度における数学教育の役割は上述の教養教
育の役割とかなり似ている. これは, 自由七科のうち半分は数学的な学科であり, 数学教育を重視する歴
史は深く, そして現在もそうあるべきといった感傷的な話ではない. 現代の自然科学の多くは数学を用い
て表現されるため, サイエンスの言語としてまず学ばねばならない学科であり, つまり, どの専門学科に
進むにせよ学ぶべきものという意味において似ているのである. もちろん, 将来専攻する分野ではあまり
数式は出てこないという人もいるだろう. それでも実験やアンケート調査を行えば, それらの結果にどの
程度の信憑性があるかを知るには統計学の知識が必要となるだろうし, こんにちの情報化社会において
はそうしたデータが溢れかえっており, これらのデータを読み間違えないためにも日常生活上のリテラ
シーとして統計的な見方を知っておかねばならない. また, 数学はあまたある学問の中でも厳密性が高い
理論と考えられており, 論理を展開するためのモデルケースとみなされている. つまり, 論証の方法論を
学ぶにあたり不可欠な学科なのである. 中世のリベラル・アーツにおいて数学が重視されたのもこのた

1大学院は professional school および graduate school の和訳に相当し, ここで professional school を指す.
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めであった. こうした事情を踏まえれば, 現代においても数学は文理を問わず, ある程度学ばなければな
らない学科といえよう.

ここまでは中世の教養においても, またガリレオやニュートン以降の科学の時代においても数学は必
須であるということを述べてきた. では, 各大学において, どのような数学が実際に教えられているのだ
ろうか. 実は, 現在では大学生に教えるべき内容の共通見解があたかも得られているかのような状況に
なっており, 多くの数学の講義はパッケージ化され, どこの大学に行っても誰が教えても殆ど同じ内容に
ついて学ぶということになっている. 特に理工系学科の 1年次生向けの講義についてそれは顕著であり,

ほとんどの大学において, 微積分学 (解析学の初歩)と線形代数学 (行列と行列式の理論)を二つの柱とし
たカリキュラムを組んでいる. なお, こうしたパッケージ化には次のような功罪がある.

パッケージ化の利点は, なんといっても効率的な点である. 完成しきった理論であるから, 講師は本に
書いてあることだけを述べても講義として成立し, 別の仕事に多くの時間を割くことができるようになっ
た. また, 扱うべき内容は決まっているため, 参考書業界においては読者の用途が内容の争点とみなされ,

様々な差別化が図られている. つまり, 講義用のものや自習に適したもの, あるいは分かりやすさに特化
したものなど多種多様な要請に応じた参考書が数多く出版されており, 学習する側の環境はこの上なく
整っている.

一方でパッケージ化による弊害は, 内容が縦割りになってしまうことにある. 有機的な繋がりを持って
いる各分野がそれぞれ独立・分断されたものであるかのように錯覚し, また講義も内容消化を優先して
進めるため視野の広い立場から論ずる機会が失われがちになる. 更に, パッケージ化された教育が長い
間続くと, 下手をすると, それらを学ぶべきことは理由なく当然であるといった考えに講師・受講者共に
陥ってしまう可能性がある. これはある種の思考停止であり, 思考停止は学習意欲の低下 (どうして学ぶ
のか分からない)に繋がるように思う.

この講義ではこうした状況を鑑み, 思考停止に陥らないためにも何故, どうして, といったそもそも論
をできる限り展開したい. また, パッケージ化された線形代数学の外にある世界にも焦点を当てる予定で
ある. 受講者には視野を広く持って講義に臨んでもらいたい.

1.3 数学概論

線形代数学はその名前から想像するに代数学の一部であり, 代数学はもちろん数学の一部である. 数学
における線形代数の位置を知るために, 数学の各分野について簡単に触れておこう. なお, この講義では,

いくつかの数学的概念について, それが数学のどの分野へ繋がっていくかを後で解説する予定であり, そ
の際の予備知識という意味も込めてこれを書いている.

さて, 伝統的には, 数学は代数・解析・幾何の三分野に大別される. もちろん, これは大まかな分類で
あり, 数学の各分野はすべてこのいずれかに属するというわけではない. むしろ数学は, この三分野の考
え方を駆使して研究されていると考えるべきである. これから三分野の簡単な説明を与えるが, ここで述
べていることは, 予備知識の無い初学者には想像しにくいことかもしれない. しかしながら, 数学をある
程度学び終えた後でもう一度読んで頂ければ, より深い理解が得られるはずである.

代数 代数学とは, 簡単に説明すれば四則演算の技法を高める学問ということになる. 例えば小中学校で
学んだ計算問題などがこれに相当する. しかしながら代数学の神髄は, 二つの異なる世界を一つの
見方で繋げることにあると言えるだろう. これについては本節の後半で例を挙げて説明する. さて,

代数学の中には数論・群論・体論・環論などがある. 数論は素数の性質を調べる分野で, 最大公約
数や最小公倍数の問題を扱った経験のある一般の人にとって最もなじみの深い数学である. 群論と
は, 図形をはじめとする様々な数学的構造の対称性を研究する分野であり, 体論とは四則演算が成
立する世界をいくつも考えだし, それらの間にある関係を群論を通して調べるものである. 環論の
説明を予備知識なしに述べるのは難しい. 線形代数をこれら四分野のどこに入れるか, あえて考え
ると, 環論に属することになる.

解析 高校で学んだ微分や積分などに現れる極限操作を扱う数学を解析学という. もちろん複素数の範囲
も含めた関数の解析も扱われる (関数論). 自然科学の法則 (物理法則だけとは限らない)を記述す
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る式の多くは微分積分の記号を用いて表され, これらは微分 (積分)方程式と呼ばれる. こうした方
程式の解を探す手法や, 解が満たす性質を研究することが解析学の主な目的であり, したがって実
用的な諸科学と最も関係の深い分野とも言えるだろう. 解析学において厳密な論理展開を行うには
ε-δ論法の会得はもちろんのこと, 関数の列に関する収束・発散の精緻な議論（関数解析学）が必
須であり, そのための基礎としてルベーグ積分というキーワードがあることを覚えておくとよい.

また積分論は, 統計学の基礎となる確率論とも深い関わりを持っている.

幾何 空間図形を扱う数学を幾何学といい, 現代の幾何学は微分幾何学と位相幾何学（トポロジー）に大
別されている. 前者は面積や体積など量的な調べかたを下地にした幾何学であり, 後者は図形の
持っている性質の違いに着目する幾何学である. 図形の性質とは, 例えば円上の１点を切り離して
もまだ繋がったままだが, 線分で同じことを考えると二つに分離されてしまうといった具合である.

いずれの幾何学も多様体の構造を調べることが念頭にある. 大航海時代以前の人々は, 世界の形が
平らで海が無限に広がっているのか, それとも球の形をしているか, あるいは第三の可能性はある
か (例えばドーナツ型など）という問題に挑むには, 限られた観測結果と頭の中の想像を頼りに結
論づけるしかなかった. 多様体論とはこれの多次元版に相当する. つまり, 宇宙の形の可能性につ
いて追求する数学である.

いま挙げたのは数学のほんの一部であり, すべてが列挙されたわけではない. 例えば複数の分野にまた
がる数学については何一つ述べていないし, 特に応用数学については何も述べていない. このほか, 数学
それ自体を問う分野もある. 一つは数学の歴史を紐解く数学史に関する分野であり, もう一つは数学の証
明の厳密性について論じる数学基礎論 (数理論理学)である.

最後に線形代数学について簡単に説明しよう. 線形代数学とは, 線形写像（線形関数）を解析するため
の理論の総称である. 線形写像とは, 大雑把にいえば比例関数の多変数化に相当し, ゆえに線形写像は定
数関数の次に単純な関数といえる. 自然科学が, 自然界の現象を出来る限り単純なモデルに落とし解析す
る学問のことであるとすれば, 定数関数の次に単純な構造を持つ線形関数がそこで大きな役割を果たす
であろうことは想像できるだろう. また, それゆえに線形代数学は理工系分野で求められる基本的な素養
の一つとなっているのである.

それでは, 線形写像の説明を試みるために, やや退屈ではあるが, 集合や写像, そしてベクトルの和と
スカラー倍について復習しよう.

1.4 ユークリッド空間における和とスカラー倍

いくつかのものの集まりのことを集合 (set)という. 集合を構成しているもの一つ一つを要素 (element)

または元という. 集合の表記の仕方の一つとして, 集合を構成する要素をすべて並べて中括弧でくくる方
法がある. 例えば, りんご, みかん, スイカの 3つの要素からなる集合は,

{ りんご, みかん, スイカ }

と表される. こうした表し方は, この講義では多くは使わないものの, 稀に用いるゆえ忘れないでほしい.

数を構成要素とする集合のうちいくつかは特別なアルファベットが割り当てられており, この講義で
は次のような記号を用いる2:

• N : 自然数3(nutural number)全体のなす集合のこと.

• Z : 整数 (integer, integral number)全体のなす集合のこと.

• Q : 有理数 (rational number)全体のなす集合のこと.

2太字を用いる場合もある. なお, このアルファベットの使い方は世界共通ゆえ覚えておいて損は無い.
3集合論を学ぶと, 自然数に 0を含めたほうが多くの表記において整合性が取れることが分かる. しかし, ここでは高校まで

の慣例に従い, 自然数に 0は含まれないものとする.
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• R : 実数 (real number)全体のなす集合のこと.

• C : 複素数 (complex number)全体のなす集合のこと.

RやCにおいては, 加減乗除の四則演算が定まっている. このことは既知のことであるとして, 話を進
めよう4.

ある xが集合X の元であるとき x ∈ X と書く. そうでないとき, x /∈ X と書く.

例 1.4.1. 5 ∈ N, −1 /∈ N,
12

13
∈ Q,

√
2 /∈ Q, ぶどう /∈ { りんご, みかん, スイカ }.

二つの実数 x, y ∈ Rによる並び順を込めた意味での組 (x, y)たち全体からなる集合を R2と表す. こ
こで, “並び順を込めた意味” というのは, (x, y)と (y, x)は違うものと見なすということである5. R2は
平面上の点全体に一致している. 同様にして, 各 n ∈ Nについて, n個の実数の並び順を込めた意味で
の組 (x1, x2, · · · , xn)たち全体からなる集合をRnと表し, これを n次元ユークリッド空間という. また,

Rnの元のことをベクトルと呼ぶ. 高校で学習したように, R2やR3のベクトルの間には和とスカラー倍
が定まっているのであった. 同様のことが Rnにおいても定義される. すなわち, Rnの二つのベクトル
(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn) ∈ Rnおよび実数 r ∈ Rに対して, ベクトルの和 (x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn)お
よびベクトルのスカラー倍 r(x1, · · · , xn)を次で定める:

(x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn) := (x1 + y1, · · · , xn + yn), r(x1, · · · , xn) := (rx1, · · · , rxn).

上で用いた記号 :=は, 新たな概念である左辺を右辺によって定義するという意味を表すものである.

ベクトルを一文字で表す場合は, x = (x1, · · · , xn)のように太字で書く. 太字を用いるのは 1変数と混
同しないようにするための措置であり, これは 1年次向け教育における慣例となっている. x,y ∈ Rnに
対して, 0, x, x+ y, yの 4点を頂点とする四角形が平行四辺形となることは既に高校で学習した通りで
ある. 我々は三次元の空間に住んでいるため, 高次元の世界を直接に見ることはできないけれども, この
ように高次元の空間がもつ性質のいくつかを想像することができる.

なお, 微積分ではベクトルを横書きにするのが慣例である一方で, 次節で定める行列の積との関係から
線形代数ではベクトルを縦書きにしたほうが都合が良いことが多い. 横に並べたベクトルを行ベクトル
といい縦に並べたベクトルを列ベクトルという. 以降ではどちらもRnの元とみなし, 用途に応じて使い
分けることがある.

行ベクトル : (x1, · · · , xn), 列ベクトル :

 x1
...

xn

 .

1.5 写像とその合成

高校までの数学で現れる写像 (関数)はほとんどが 1変数であり, 多変数の場合についても実数値関数
しか扱うことはなかった. それゆえ写像についてことさら細かい概念は必要なかったのであるが, これか
らはRnのベクトルを代入するとRmのベクトルが与えられるような写像を考えるため, 何を代入すると
何が得られるのか明確にする必要が生じる. そこで, 写像について改めて定義を述べておこう.

定義 1.5.1. 集合Xの各元 xに対して集合 Y の元を一つ与える操作 (対応)を考える. このような操作を
Xから Y への写像 (map, mapping)と呼び, このときXをこの写像の定義域 (domain)という. Xか
ら Y への写像を記号 f を用いて表す場合, x ∈ X に対応する Y の元を f(x)と書く. この表記を通して,

4このようなことを書く理由には, 数とは何かという哲学的問いを再考し, より厳密な立場から数を定義するという思想があ
るからである.

5より正確には, x = y であったときを除いて (x, y)と (y, x)を異なるものと見なすということ.
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“xを f で写像する” あるいは, “f に xを代入する” といった表現もなされる. また, どの集合の元に対
してどの集合の元を対応させる操作なのか明示するために, 次のような記号・図式が用いられる:

f : X → Y, f : X ∋ x 7→ f(x) ∈ Y,
f : X −→ Y

∈ ∈

x 7−→ f(x).

なお, 写像と関数 (function)はほぼ同義語である. 対応される元が数となるような写像 (すなわち上の
定義において集合 Y が数を要素とする集合である場合)のことを関数と呼ぶことが多い.

定義域の元がベクトル xの場合, f(x)を成分表示して正確に書けば f((x1, · · · , xn))となり二重括弧
が煩わしい. そこで, 括弧を一つ減らして f(x1, · · · , xn)と書くのが慣例となっている.

例 1.5.2. 各実数 xに対して, f(x) := 3xと定めれば, これは 3倍の実数を対応させる写像 f : R→ Rで
ある.

いくつかの写像が与えられているとき, それらを用いて新たな写像を構成する操作を数学では頻繁に
行う. こうした操作の中で最も基本的なものが写像の合成である.

定義 1.5.3. 二つの写像 f : X → Y および g : Y → Z が与えられているとする. このとき, 各 x ∈ X に
対して, Zの元 g

(
f(x)

)
を対応させる写像を f と gの合成と呼び, 記号 g ◦ f : X → Zで表す. すなわち,

(g ◦ f)(x) := g(f(x))である.

合成 g ◦ f を定めるには, 各 f(x)が gの定義域の要素でなければならない. ところで, g ◦ f で一つの
写像を表しているから, 誤解が無い限り (g ◦ f)と括弧つきで書く必要はない. そこで, 以下 (g ◦ f)(x)を
g ◦ f(x)と書く. 合成関数の簡単な例を, 比例関数を用いて見てみよう. 比例関数の定義も述べておく.

定義 1.5.4. ある実数 aを用いて f(x) := axと定められる関数 f : R→ Rを比例関数という.

例 1.5.5. 比例関数 g : R→ Rおよび f : R→ Rを g(x) := ax, f(x) := bxと定めれば g ◦ f も比例関数
であり, g ◦ f(x) = (ab)xである. 実際,

g ◦ f(x) = g
(
f(x)

)
= g(bx) = a(bx) = (ab)x.

さて, 比例関数の例をいくつか列挙しているうちに, 次の対応に気がつくのではなかろうか.

実数全体
r ∈ R

←→ 比例関数全体
f(x) = rx

すなわち, 実数全体と比例関数全体は 1対 1に対応しているのである. しかも, この対応は数の間の掛
け算と関数の間の合成も上手く対応している. つまり, 比例関数 gおよび f に対応する実数をそれぞれ
a, bとすると, g ◦ f に対応する実数は abである (例 1.5.5). あまりに簡単なことを述べているため拍子
抜けしてしまうかもしれない. しかしながら, これこそが代数学の説明で述べた “二つの異なる世界を一
つの見方で繋げること” なのである. 今の話では実数をただの数と思うだけでなく, 比例関数であるとも
思えるということであり, これは実数に対する見方を広げたことを意味している. こうした考え方の多次
元版として行列の概念が現れる. これを次項で詳しく述べよう.

1.6 そして線形代数へ

比例関数の多変数版に相当する線形写像は次のように定義される:

定義 1.6.1. 次の性質 (i)および (ii)を持つ写像 f : Rn → Rmを線形写像 (linear map)という:

(i) すべての x,y ∈ Rnに対して, f(x+ y) = f(x) + f(y),

(ii) すべての x ∈ Rnおよび各 r ∈ Rについて, f(rx) = rf(x).
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すなわち, ベクトルの和を取ってから代入しても代入してから和を取っても同じ結果が得られ, また, ス
カラー倍をほどこしてから代入したものは代入してからスカラー倍をほどこしたものに一致するような
写像のことである. 上の二つの性質を線形性という. 比例関数が線形写像であることを確認してみよう.

練習 1.6.2. 比例関数 f(x) = axは線形写像である.

Proof. 線形写像の性質 (i)および (ii)が成立することを確認すればよい.

• 各 x, y ∈ Rに対して, f(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = f(x) + f(y). ゆえに (i)は成立する.

• 各 x ∈ Rおよび r ∈ Rに対して, f(rx) = a(rx) = r(ax) = rf(x). ゆえに (ii)は成立する.

以上より f は, 性質 (i)および (ii)を持つことが分かった. ゆえに f は線形写像である.

上の証明の最後に用いた記号 は証明終 (q.e.d. …quod erat demonstrandum)を意味する.

線形写像の重要な例は後期で扱う. ここでは R2の間の線形写像を挙げよう.

例 1.6.3. あらかじめ実数 a, b, c, dを与えておく. f : R2 → R2を f

(
x

y

)
:=

(
ax+ by

cx+ dy

)
と定めればこ

れは線形写像である (各自確認せよ).

実は, R2の線形写像はこの形のものですべて出つくしている. すなわち, g : R2 → R2を任意の線形写

像として,

(
a

c

)
:= g

(
1

0

)
および

(
b

d

)
:= g

(
0

1

)
とおくと g

(
x

y

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)
が各

(
x

y

)
∈ R2

について成立する. これは線形写像の性質 (i)および (ii)を用いて次のように確かめられる:

g

(
x

y

)
= g

(
x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

))
= g

(
x

(
1

0

))
+ g

(
y

(
0

1

))

= xg

(
1

0

)
+ yg

(
0

1

)
= x

(
a

c

)
+ y

(
b

d

)
=

(
ax

cx

)
+

(
by

dy

)
=

(
ax+ by

cx+ dy

)
.

上の議論により,線形写像 g : R2 → R2と 2× 2行列

(
a b

c d

)
が対応することが分かった. 比例関数

と実数の間の 1対 1対応のように, 写像の合成と演算を対応させるには, 行列の掛け算 (積)を定める必要
がある. 一般の行列の演算は次節で学ぶとして, ここでは 2× 2行列の和と積の定義を述べよう.

(
a b

c d

)
+

(
e f

g h

)
:=

(
a+ e b+ f

c+ g d+ h

)
,

(
a b

c d

)(
e f

g h

)
:=

(
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

)
.

行列の和の定義が自然なものと思える一方で, 積の定義はなにゆえ複雑なのか. その理由は次の命題を
成立させることが行列理論の前提だからである:

命題 1.6.4. R2からR2への線形写像全体と 2× 2行列全体の間で定まる先程の対応は 1対 1である. ま
た, 二つの線形写像 g, f : R2 → R2に対応する行列をそれぞれ A, Bとすれば, 合成 g ◦ f もまた線形写
像であり, g ◦ f に対応する行列はABである.

この対応は 2変数に限らず, RnからRmへの線形写像全体とm× n行列全体の間の関係として一般に
成り立つことを, ここで予告しておく.

以上により行列とは線形写像をデータ化するために考えだされた概念であることが分かった. 抽象的
な線形写像を行列によって数値化することで, 写像を見やすくするというのが行列理論の目的である. 前
期の講義では, 行列に関する計算を理解することを目標とする. そして後期において, 行列を駆使した線
形写像の分析について学ぶ. 今後の講義において, しばらくのあいだ線形写像そのものは表立って出ては
こないが, 行列理論の目的が線形写像の分析にあるということを念頭において学習してもらいたい.
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練習 1.6.5. 二つの線形写像 ξ, η : R2 → R2を ξ

(
x

y

)
:=

(
ax+ by

cx+ dy

)
, η

(
x

y

)
:=

(
ex+ fy

gx+ hy

)
で

定める. このとき ξ ◦ η

(
x

y

)
=

(
(ae+ bg)x+ (af + bh)y

(ce+ dg)x+ (cf + dh)y

)
となることを確かめよ.

よりみち (加法定理).� �
R2の各ベクトル xに対して, 原点 Oを中心に xを θ回転させたベクトルを対応させる写像 Rθ :

R2 → R2を考える. これは明らかに線形写像である. 実際, 定義 1.6.1における線形性 (i)および (ii)

が成り立つことは次のようにして理解できる. Oを頂点に持つ平行四辺形をOを中心に回転させれ
ば, これもOを頂点に持つ平行四辺形である. ゆえにRθ(x+ y)は二つのベクトルRθ(x), Rθ(y)で
張られる平行四辺形の頂点となる. これはRθ(x+ y) = Rθ(x) +Rθ(y)を意味している. また, 回転
によってベクトルの長さが変化することはない. したがって xと rxにおける長さの比と, これらを
Rθ で写像した Rθ(x)と Rθ(rx)における長さの比は共に 1 : rである. 更に, xと rxは平行ゆえ θ

回転後のRθ(x)とRθ(rx)も平行である. 以上のことからRθ(rx) = rRθ(x)が成り立つ.

O

x

y

Rθ(x)

Rθ(y) θ

x+ y
Rθ(x+ y)

O

x
rx

Rθ(x)

Rθ(rx)

θ

ベクトル

(
1

0

)
および

(
0

1

)
を θ回転させたベクトルはそれぞれ

(
cos θ

sin θ

)
,

(
− sin θ

cos θ

)
であるから,

線形写像Rθに対応する行列はAθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
となる.

さて, ベクトルを β 回転させた後に α 回転させることと, 一度に α + β 回転させることは
同じ操作である. これは Rα ◦ Rβ = Rα+β を意味する. Rα+β に対応する行列は Aα+β =(

cos(α+ β) − sin(α+ β)

sin(α+ β) cos(α+ β)

)
であり, Rα ◦Rβ に対応する行列はAαAβ ゆえ

AαAβ =

(
cosα − sinα

sinα cosα

)(
cosβ − sinβ

sinβ cosβ

)

=

(
cosα cosβ − sinα sinβ − cosα sinβ − sinα cosβ

sinα cosβ + cosα sinβ − sinα sinβ + cosα cosβ

)
.

Aα+β = AαAβ の成分を比較することで加法定理:

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ,

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ.

を得る. 線形写像を知る者にとって加法定理は自明の理といえるだろう.� �
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2 行列の演算

ここでは行列 (matrix)に関する演算, すなわち和・スカラー倍・積を定める. 前節で見たように, これ
らの演算は, 線形写像に対して定義される演算を行列の言葉で読み替えたものに相当している.

2.1 行列の成分表示

m× n個の数を矩形に並べ括弧で囲んだものをm行 n列の行列 ((m,n)-行列, m× n行列)という. 数
学書は横書きで記述するゆえ横に並ぶ文字列が行 (row)であり, 縦に並ぶ文字列が列 (column)である.

行の数と列の数の組 (m,n)を行列の型 (あるいはサイズ)という.

例 2.1.1. 4行 5列の行列:

A =


1 0 4 2 1

5 7 1 0 9

4 3 2 9 8

3 1 1 2 4

 , B =


1 0 4 2 1

5 7 1 0 9

4 3 2 9 8

3 1 1 2 4

 .
行列の成分を囲む括弧は柔らかいものでも堅いものでも構わない. 板書では黒板の余白を有効に利用
するため堅い括弧を用いることが多いと思うが, 気分によっては柔らかいほうを用いることもある. 前節
で定めた行ベクトルとは 1× n行列であり, 列ベクトルとは n× 1行列のことである. 今後, 成分が n個
あるベクトルをn次ベクトルと呼ぶことにしよう.

Aを (m,n)-行列とする. 各 i = 1, · · · ,mおよび j = 1, · · · , nについて, Aの i行 j列目の数を (i, j)-

成分と呼ぶ. 例 2.1.1における行列 Aの 3行目とは 5次行ベクトル (4, 3, 2, 9, 8)のことであり, 2列目と

は 4次列ベクトル


0

7

3

1

のことである. Aの (3, 2)-成分は 3である.

一般のm× n行列Aを成分表示すると次のようになる. Aの (i, j)-成分を aij とするとき,

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn

 .
毎回このような表示を用いては手間がかかるゆえ, 場合によっては, これを

A = [aij ]i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

と書く. 更に (i, j)の動く範囲に誤解がないとき, A = [aij ]と略記する. 二つの行列が等しいことを次で
定める.

定義 2.1.2. m×n行列A = [aij ]および ℓ× r行列B = [bkh]が等しいとは, A,Bのサイズが等しく, さら
に各 (i, j)-成分が一致することである. すなわち, m = ℓかつ n = rであり, 更に各 i, jについて aij = bij

が成り立つということである. A,Bが等しい行列であるとき, A = Bと書く.

したがって, 例 2.1.1における行列A,Bについて, A = Bである. 上の定義によれば, n次列ベクトル
と n次行ベクトルは, 行列としては異なるものである. しかしながら, これらはユークリッド空間 Rnの
元としては同じ位置を示す場合があり, 同じ位置を指すベクトルを異なるものと考えれば混乱が生じる
恐れがあるだろう. そこで, Rnのベクトルについて論じる場合は, 縦横どちらを用いてもよいが, その議
論の最中はいずれか一方のみを用いると約束したい.
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2.2 行列の和とスカラー倍

行列の和とスカラー倍の定義は, Rnのベクトルのそれとほとんどかわらない.

定義 2.2.1. サイズが等しい二つのm× n行列A = [aij ]およびB = [bij ]に対して, zij := aij + bij を成
分とするm× n行列 [zij ]をA,Bの和 (sum)といい, これをA+Bで表す. すなわち:
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn

+

b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

...
...

...

bm1 bm2 . . . bmn

 =


a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n
...

...
...

...

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn

 ,
AとBの和が定まるのはA,Bのサイズが一致する場合のみである.

次で定められる, 実数と行列の間の演算における実数のことをスカラー (scalar)と呼ぶ.

定義 2.2.2. m× n行列A = [aij ]および実数 r ∈ Rについて, wij := raij を成分とするm× n行列 [wij ]

をAの r倍といい, これを rAで表す. すなわち:

r


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn

 =


ra11 ra12 . . . ra1n

ra21 ra22 . . . ra2n
...

...
...

...

ram1 ram2 . . . ramn

 .
Aの実数倍たちを総称してスカラー倍 (scalar multiplication)という.

2.3 行列の積

何度も言うように, 行列の演算とは線形写像のそれに対応するものである. R2を定義域とする線形写
像のベクトル値は, ax+ byという形の数を成分にもつことを前節で見た. これは 1個 a円のリンゴ x個
と 1個 b円のメロン y個を購入するには合わせていくら必要か (答えは ax+ by円)というたぐいの計算
を複数回行うことに相当している. 行列の理論とは, このように小学校の算数で扱う文章題のような単純
計算をいかに一般化し, 奥深い理論に昇華するかということにほかならない. つまり基本は子供でも十分
理解できる話であり, また予備知識も必要なく学べる理論となっている.

さて, まずはm× n行列A = [aij ]と n次列ベクトル x =

 x1
...

xn

の間の積Axを, やや天下り的では

あるものの定義してしまおう. Axは次で定義されるm次列ベクトルである:

Ax =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn


 x1

...

xn

 :=


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 .
ここでAの列の数と xの成分数が等しく, Aの行の数とAxの成分数が等しいことに注意しておく.

例 2.3.1. [
1000 500 0

3 2 1

] 4

5

1

 =

[
1000 · 4 + 500 · 5 + 0 · 1

3 · 4 + 2 · 5 + 1 · 1

]
=

[
6500

23

]
.

例 2.3.2. 日帰りの団体旅行の計画があり, 一人あたり次のような準備が必要であると見積もられている.

また参加家族は次のように構成されているとする.
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大人 学生 幼児

交通費 (円) 1000 500 0

おにぎり (個) 3 2 1
...

...
...

...

斎藤 田端 嶺 · · ·
大人 4 1 2 · · ·
学生 5 2 2 · · ·
幼児 1 1 0 · · ·

例えば斎藤家に必要な準備を知るには, 見積もり表の数値を成分とする行列と斎藤家の構成データによ
る列ベクトルの積を取ればよい. その計算は例 2.3.1の通りであり, 従って交通費 6500円, おにぎり 23

個が必要となる. 同様の計算が田端家 (交通費 2000円, おにぎり 8個)や嶺家 (交通費 3000円, おにぎり
10個)においてもなされ, これらの計算を一度に行うものとして行列の積は定義される. つまり, 次のよ
うな計算を想定している.

[
1000 500 0

3 2 1

] 4 1 2

5 2 2

1 1 0

 =

[
6500 2000 3000

23 8 10

]
.

いよいよ行列の積の定義に入る.

定義 2.3.3. m× n行列A = [aij ]と n× ℓ行列B = [bjk]に対して, zik := ai1b1k + ai2b2k + · · ·+ ainbnk

を成分とするm× ℓ行列 [zik]をAとBの積 (product)といいA ·Bで表す. すなわち,

[aij ]i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

· [bjk]j=1,··· ,n,
k=1,··· ,ℓ

=

 n∑
j=1

aijbjk


i=1,··· ,m,
k=1,··· ,ℓ

.

通常は, 積の記号 · (ドット)を略してABと書くことが多い.

ABの (i, k)-成分とは, Aの i行目 (これは n次行ベクトル)とBの k列目 (これは n次列ベクトル)の
積6である. 行列の積ABを定めるには, Aの列の数とBの行の数が一致せねばならないことに注意せよ.

これは, 線形写像 f と gの合成 g ◦ f を考えるとき, f に代入して得られたベクトルが gの定義域の元で
なければならないことに対応している. またAの行の数やBの列の数はいくらあってもよい. これは例
2.3.2において, 見積もり表にお茶 (ml), お菓子代 (円), 入場料 (円) などのデータを加えたり, 家族の構
成表に別の家族のデータを加えたりしても上手く計算ができることに対応している.

例 2.3.4. (1) 行列の積の計算に慣れないうちは次のように補助線を引いておくと見やすく計算できる.

左側の行列を行について分割し, 右側の行列を列について分割している. 1 0 1

3 2 0

1 1 2


 0 3 1

2 0 1

0 2 0

 =

 1 · 0 + 0 · 2 + 1 · 0 1 · 3 + 0 · 0 + 1 · 2 1 · 1 + 0 · 1 + 1 · 0
3 · 0 + 2 · 2 + 0 · 0 3 · 3 + 2 · 0 + 0 · 2 3 · 1 + 2 · 1 + 0 · 0
1 · 0 + 1 · 2 + 2 · 0 1 · 3 + 1 · 0 + 2 · 2 1 · 1 + 1 · 1 + 2 · 0


=

 0 5 1

4 9 5

2 7 2

 .
上の一つ目の等号の後の細かい計算はノートに書かずに暗算できるようにしておくこと.

(2) 次の二つの計算を混同しないよう注意せよ.

[
a b c

]de
f

 = ad+ be+ cf,

ab
c

[d e f
]
=

ad ae af

bd be bf

cd ce cf

 .
6これは Rn の内積に相当していると考えることもできる. この点については例 3.3.2(4)でもう一度述べる.
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行列の積の計算を行うには, 単純ではあるものの多くの計算を繰り返さなければならない. 例えば 3次
正方行列どうしの積を計算するには, 一つの成分を求めるのに掛け算を 3回, 足し算を 2回, 合わせて 5

回の計算を行う. したがって, すべての成分を求めるには計 45回の計算が必要になる. このうち一つで
も計算を誤れば正しい結果は得られない. 理論の理解と計算の正確性は別次元の話であり, 計算練習に
よって自身の計算精度を確かめておくとよい (試験対策のためである).

2.4 行列演算の性質

行列に関するいくつかの概念をここでまとめて定めておく.

• すべての成分がゼロになるm× n行列を零行列とよびOmnと書く. 行列のサイズに誤解が生じな
い場合はOと略記する.

• n× n行列のことをn次正方行列という.

• n次正方行列A = [aij ]において (i, i)-成分 aii (i = 1, · · · , n)をAの対角成分という.

• すべての対角成分が 1で, それ以外の成分がすべてゼロとなる n次正方行列をn次単位行列といい,

これをEnと書く. 行列のサイズに誤解が生じない場合はEと略記する7.

E1 = 1, E2 =

[
1 0

0 1

]
, E3 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , E4 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

• (−1)Aを−Aと書く. また, A+ (−B)のことをA−Bと書く.

命題 2.4.1. 行列の演算は次の性質を満たす. ただし, 行列A,B,C の各サイズは演算が定義されること
を前提とし, a, bを実数とする.

(1) A+B = B +A, (2) A+O = A, (3) (A+B) + C = A+ (B + C), (4) A+ (−A) = O,

(5) AE = A (6) EA = A, (7) AO = O, (8) OA = O,

(9) 0A = O, (10) 1A = A, (11) (ab)A = a(bA), (12) (aA)B = a(AB),

(13) (aA)(bB) = (ab)(AB), (14) a(A+B) = aA+ aB, (15) (a+ b)A = aA+ bA,

(16) A(B + C) = AB +AC, (17) (A+B)C = AC +BC, (18) (AB)C = A(BC).

Aが正方行列でない場合は (5)と (6)におけるEのサイズが異なることに注意せよ. また (7)における
左辺のOと右辺のOもサイズが違う可能性がある. (8)についても同様である.

上の性質のうち (3)および (11),(12),(18)は結合律と呼ばれる. これは, どちらの演算を先に行っても
結果が同じになることを意味し, それゆえA+B + C という表記が許されることになる. 同様のことが
abA, aAB, ABC についても言える. また, 正方行列 Aの k個の積を取る演算はどの部分の積から順に
計算しても性質 (18)により結果は同じであり, これをAkと書く. すなわち,

Ak := AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
k 個の積

.

7単位行列を表す記号には, 通常 I あるいは E, 1などを用いる. これは identity matrix(英)あるいは Einheitsmatrix(独)
の頭文字による. 一般に, 代数演算においてほどこしても変わらない元のことを単位元 (identity element)という. 数の単位
である 1は実数の積に関する単位元であり, 単位行列 En は n次正方行列の積に関する単位元である.
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また, Aの k個の和を kAと書く. この表記は性質 (10)および (15)との整合性が取れている:

A+A+ · · ·+A︸ ︷︷ ︸
k 個の和

= 1A+ 1A+ · · ·+ 1A = (1 + 1 + · · ·+ 1)A = kA.

(14)から (17)までの 4つの性質は分配律と呼ばれる. (13) をスカラー律という. (4)は, (9) および
(10),(15)からも導ける:

A+ (−A) = 1A+ (−1)A = (1 + (−1))A = 0A = O.

このように演算の性質を抽出する利点は, 一つには行列の演算の定義の詳細に触れずとも議論を進めら
れることにある (練習 2.4.3も見よ).

さて, 本来ならば, 命題 2.4.1に挙げた性質すべてが成立することを証明しなければならない. しかし,

すべてに時間を割く暇はないから, ここでは代表的なものをいくつか取り出して, (1)および (5), (16),

(18)について紹介するにとどめる. これらの証明ができれば, おそらく他の性質も容易に証明できよう.

(1) A+B = B +Aの証明. A = [aij ], B = [bij ]とおくと,

A+B = [aij ] + [bij ] = [aij + bij ] = [bij + aij ] = [bij ] + [aij ] = B +A.

(5) AE = Aの証明. A = [aij ]を (m,n)-行列, Eを n次単位行列とする. 行列AEの (i, j)-成分を定義
にしたがって計算すると,

ai1 · 0 + · · ·+ a(i−1)j · 0 + aij · 1 + a(i+1)j · 0 · · ·+ ain · 0 = aij .

ゆえにAEとAの (i, j)-成分は等しく, AE = A.

(16) A(B + C) = AB +AC の証明. Aを (m,n)-行列, B,C を (n, ℓ)-行列とし, A = [aij ], B = [bjk],

C = [cjk]とおくと,

A(B + C) = A([bjk] + [cjk]) = [aij ][bjk + cjk] =

 n∑
j=1

aij(bjk + cjk)

 =

 n∑
j=1

(aijbjk + aijcjk)


=

 n∑
j=1

aijbjk +
n∑

j=1

aijcjk

 =

 n∑
j=1

aijbjk

+

 n∑
j=1

aijcjk

 = [aij ][bjk] + [aij ][cjk] = AB +AC.

結合律 (18)の証明は次節で
∑
記号の使い方を復習したうえで行おう.

例 2.4.2. サイズが同じ正方行列 A,B について, AB = BAは一般には成り立たない. 例えば A =[
1 1

0 1

]
, B =

[
0 −1
1 0

]
とすれば, AB =

[
1 −1
1 0

]
, BA =

[
0 −1
1 1

]
である.

練習 2.4.3. A,Bを n次正方行列とする. 次の等式が成り立つか述べ, 正しければ証明し, 正しくなけれ
ば反例を挙げよ.

(a) (A+ 2E)(A+ E) = A2 + 3A+ 2E, (b) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2.

(a) : 正しい. 実際, 次のように計算する. 誤解がないよう C = (A+E)とおく.

(A+ 2E)(A+ E) = (A+ 2E)C = AC + 2EC = AC + 2C = A(A+ E) + 2(A+ E)

= A2 +A+ 2A+ 2E = A2 + 3A+ 2E.
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(b) : 一般には成立しない. C = (A+B)とおき左辺を展開してみると,

(A+B)2 = (A+B)C = AC +BC = A(A+B) +B(A+B) = A2 +AB +BA+B2.

したがって, 仮に式 (b) 左辺と右辺が等しいとすれば, 両辺から A2 + AB + B2 を引くことで
BA = ABを得る. しかし例 2.4.2で見たように, これは一般には成り立たない.

発展 (代数構造).� �
代数構造とは集合の元に対して定義される何らかの演算のことであり, 数学では色々な代数構造

を持った集合が扱われている. 一番なじみが深いものは Rや C, Qのように加減乗除の四則演算が
成立する世界のことで, これを体 (field)という. Zは体ではない. 何故なら, 整数どうしの割り算が
整数にならないからである. 無理数全体も体ではない.

ある集合の各元どうしについて和, 差, 積の演算および二つの特別な元OとE (これらをそれぞれ
零元, 単位元という)が定義されており, 命題 2.4.1の性質 (1)から (8), および (16)から (18)が成立
する代数構造を環 (ring)という. 例えば, Zは零元Oとして 0を, 単位元 Eとして 1を採用するこ
とで環とみなせる. なお, 環の定義に単位元の存在を外す立場もある. この立場では, 例えば偶数全
体は単位元を含まない環である.

練習 2.4.3は, 行列に限らず一般に, 環に対して問われるべき問題である. まったく同じ議論によ
り, 任意の環において等式 (a)は正しいことが分かる. 等式 (b)についてはどうだろうか. すべての
元についてAB = BAを満たす環を可換環といい, 可換環においては (b)は成立する (ゆえに Zにお
いても成り立つ). そうでない環において等式 (b)は一般には成り立たない. その理由も練習 2.4.3で
述べた通りである. このように, 抽象的に性質を挙げておくと, 全く同じ論法で別の世界の話につい
ても同時に議論することができる. 数学において抽象的な定義を採用する理由は, こうした汎用性を
考慮したことによるのである.

他にも, まだまだ代数構造はたくさんある. 例えば, スカラー倍が環の中で定まっており, 命題 2.4.1

の性質 (9)から (15)が成立する (したがって 2.4.1の性質すべてを満たす)代数構造を多元環または
代数 (algebra)という. 例えば, 自然数 nを固定しておき, 各成分に実数を持つ n次正方行列全体を
Mn(R)とすれば, これは多元環である. とくに n = 1について, R自身は, 数としての積をスカラー
倍でもあると思うことで多元環ともみなせる.

いま, かなり抽象性の高い話をしており, 読者は既に食傷気味になっているかもしれない. ちなみ
に, 線形代数学で主として扱う代数構造は線形空間 (ベクトル空間)と呼ばれるものである. また, あ
またある代数構造のうち最も重要なものは, 対称性を記述する群と呼ばれるものである. 線形空間に
ついては後期に, 群については 7節のコラムで紹介する.� �
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3 行列の表し方

行列の表し方および記号の使い方について, いくつかの補足次項を説明する. ここで述べられているこ
とは約束事であって, 数学的に深い意味があるというわけではない.

3.1 クロネッカーのデルタ

定義 3.1.1. 次で定める δij をクロネッカーのデルタ関数という.

δij :=

1 i = jのとき,

0 i ̸= jのとき.

クロネッカーのデルタを用いて, 単位行列はE = [δij ]と書ける.

3.2
∑
記号の使い方

和の記号
∑
や積の記号

∏
の使い方を詳しく説明しておこう. n個の数 a1, · · · , anたちの和 a1 + a2 +

· · ·+ anを
n∑

i=1

ai あるいは
∑

i=1,··· ,n
ai

と表す. 積 a1an · · · anについては
n∏

i=1

ai あるいは
∏

i=1,··· ,n
ai

と表す. また, aij (i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n)たちの総和を
∑

i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

aij と書く. こうした表記をより一

般的な立場から眺めると, 次のような説明ができる.

P を, ある変数に関する条件とする. ここで変数は多変数としてもよい.

例 3.2.1. P の具体例に以下のようなものがある:

• P (i) : “i ∈ N”

• P (i) : “i = 1または i = 2または · · · または i = n”

注: この条件文 P (i)を略して, 我々は “i = 1, · · · , n”と書いている.

• P (i) : “i ̸= 1かつ i ̸= 2”

注: この条件文 P (i)は “i = 1, 2”の否定に相当するから, これを略して, “i ̸= 1, 2”と書く8.

• P (i, j) : “i = 1, · · · ,mかつ j = 1, · · · , n”

注: 通常は「かつ」を省略して記述することが多い. 一方, 「または」は勝手に略してはならない.

更にm = nのとき, この条件文 P (i)を略して “i, j = 1, · · · , n”と書く.

• P (i, j) : “1 ≤ i ≤ j ≤ 3”

• P (i, j) : “1 ≤ i ≤ 5かつ 1 ≤ j ≤ 5”

注: この条件文 P (i, j)を略して, “‘1 ≤ i, j ≤ 5”と書く.

8この文と “i ̸= 1または i ̸= 2”を混同しないよう注意すること. なお余談になるが, “i ̸= 1または i ̸= 2”とは, iはどんな
数でもよいことを意味している.
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定義 3.2.2. P (i)たちが成立するような iをすべて動かして, これらの iに対応する aiたちの総和を取る
とき, これを

∑
P (i)

aiと書く. 積
∏
P (i)

aiについても同様に定める.

例えば P (i)として “i = 1, · · · , n”を考えれば,
∑

i=1,··· ,n
ai = a1 + · · ·+ anである. ほかにも次のような

使い方がある.

例 3.2.3. (1) X = { 1, 2, 3 }のとき,
∑
i∈X

ai = a1 + a2 + a3.

(2)
∑

1≤i≤5 かつ i は整数

ai = a1 + a2 + a3 + a4 + a5.

ただし, 通常は iが整数であることは暗黙裡に認めていることが多く,「かつ iは整数」の部分は省
略される.

(3)
∑

i=1,2, j=1,2,3

aij = a11 + a12 + a13 + a21 + a22 + a23.

(4)
∑

1≤i≤j≤3

aij = a11 + a12 + a13 + a22 + a23 + a33.

(5)
∏

1≤i<j≤3

(xi − xj) = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3).

(6)
∑

i=1,··· ,n,
j=1,··· ,n

aij =
∑

i,j=1,··· ,n
aij =

∑
1≤i,j≤n

aij .

なお,
∑
や
∏
における添え字 iの動く範囲に誤解がない場合は,

∑
i

あるいは
∏
i

と略記することがあ

る. 本論ではこのような曖昧な表記は行わない.

例 3.2.4.

m∑
i=1

 n∑
j=1

aij

 =

m∑
i=1

(ai1 + ai2 · · ·+ ain)

= (a11 + a12 · · ·+ a1n) + (a21 + a22 · · ·+ a2n) + · · ·+ (am1 + am2 · · ·+ amn)

=
∑

i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

aij

= (a11 + a21 · · ·+ am1) + (a12 + a22 · · ·+ am2) + · · ·+ (a1n + a2n · · ·+ amn)

=

n∑
j=1

(a1j + a2j · · ·+ amj) =

n∑
j=1

(
m∑
i=1

aij

)
.

行列の積の結合律 (AB)C = A(BC)を証明しよう.

(18) (AB)C = A(BC)の証明. A = [aij ]をm× n行列, B = [bjk]を n× ℓ行列, C = [ckh]を ℓ× r
行列とし, (AB)C およびA(BC)の各成分を積の定義にしたがって計算すると次のようになる.

(AB)C =
(
[aij ][bjk]

)
[ckh] =

 n∑
j=1

aijbjk

 [ckh] (ここで xik :=

n∑
j=1

aijbjkとおく)

= [xik][ckh] =

[
ℓ∑

k=1

xikckh

]
=

 ℓ∑
k=1

( n∑
j=1

aijbjk

)
ckh

 =

 ℓ∑
k=1

 n∑
j=1

aijbjkckh

 .
16



A(BC) = [aij ]
(
[bjk][ckh]

)
= [aij ]

[
ℓ∑

k=1

bjkckh

]
(ここで yjh :=

ℓ∑
k=1

bjkckhとおく)

= [aij ][yjh] =

 n∑
j=1

aijyjh

 =

 n∑
j=1

(
aij

ℓ∑
k=1

bjkckh

) =

 n∑
j=1

(
ℓ∑

k=1

aijbjkckh

) .
(AB)C とA(BC)の各 (i, h)-成分が等しいことは例 3.2.4より分かる.

発展 (写像の合成の結合律).� �
結合律 (AB)C = A(BC)を線形写像の言葉で述べれば, それは写像の合成に関する結合律 (h◦g)◦

f = h ◦ (g ◦ f)のことである. 合成に関する結合律は, 線形写像に限らずとも一般の写像について成
立する:

命題 3.2.5. 三つの写像 f : X → Y , g : Y → Z, h : Z →W について, (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

Proof. 二つの写像が等しいとは, いかなる元を代入してもその結果が一致するということである. f

の定義域のいかなる元 x ∈ X についても
(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) =

(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x)となることを示そう.

まず h ◦ gを ϕ, f(x)を yとおくことで(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) = ϕ ◦ f(x) = ϕ

(
f(x)

)
= (h ◦ g)(y) = h(g(y)) = h(g(f(x))).

次に ψ = g ◦ f とおくことで(
h ◦ (g ◦ f)

)
(x) = h ◦ ψ(x) = h

(
ψ(x)

)
= h

(
(g ◦ f)(x)

)
= h(g(f(x))).

ゆえに (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)である.

線形写像の合成と行列の積が対応することを知っている者にとっては, 行列の積の結合律は写像
の合成に関する結合律から直ちに理解される.� �

3.3 転置行列

定義 3.3.1. (m,n)-行列A = [aij ]に対して, bkh := ahk (ただし k = 1, · · · , n, h = 1 · · · ,m)を成分とす
る (n,m)-行列 [bkh]をAの転置行列 (transposed matrix)といい, tAと書く.

例 3.3.2. (1)

t 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

 =


1 6 11

2 7 12

3 8 13

4 9 14

5 10 15

.

(2) 上の定義 3.3.1において, tAの行と列を表す添え字 k, hを文字 i, jに置き換えれば, [bij ]i=1,··· ,n,
j=1,··· ,m

と

なる. すなわち,
t(

[aij ]i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

)
= [bij ]i=1,··· ,n,

j=1,··· ,m
= [aji]i=1,··· ,n,

j=1,··· ,m
.

上の右辺と左辺では i, jの動く範囲が異なっていることに注意すること.

(3) 列ベクトルをそのまま書くと行数を稼いでしまうため, 次のように行ベクトルの転置で表すことが
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ある:  x1
...

xn

 = t(x1, · · · , xn).

(4) サイズが等しい二つのベクトルの内積を行列としての積と転置を用いて表すことができる. すなわ
ち, 行ベクトル x,yに対して, これらの内積を x · tyで定め, 列ベクトル x,yに対して, これらの
内積を tx · yで定める.

(5) t(A+B) = tA+ tB. 実際,

t(A+B) = t([aij ] + [bij ]) =
t([aij + bij ]) = [aji + bji] = [aji] + [bji] =

tA+ tB.

転置行列の真の意味, すなわち線形写像としての意味をここで述べるのは難しい9. いまは, Aの各行
(あるいは列)どうしの内積の全情報を得るための操作と考えておけばよいだろう. Aの各行どうしの内
積を成分とする (m,m)-行列はA tAで与えられる. 各列どうしの内積は, (n, n)-行列 tAAで与えられる.

命題 3.3.3. t(AB) = tB tA.

Proof. (m,n)-行列A = [aij ]i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

および (n, ℓ)-行列B = [bjk]j=1,··· ,n,
k=1,··· ,ℓ

について, 例 3.3.2(2)より

tA = [aji]i=1,··· ,n,
j=1,··· ,m

, tB = [bkj ]j=1,··· ,ℓ,
k=1,··· ,n

である. t(AB)および tB tAの各成分を計算しよう.

t(AB) =
t(

[aij ]i=1,··· ,m,
j=1,··· ,n

· [bjk]j=1,··· ,n,
k=1,··· ,ℓ

)
=

t
 n∑
j=1

aijbjk


i=1,··· ,m,
k=1,··· ,ℓ


=

t(
[zik]i=1,··· ,m,

k=1,··· ,ℓ

)
(ここで zik :=

n∑
j=1

aijbjkと置いた)

= [zki] i=1,··· ,ℓ,
k=1,··· ,m

=

 n∑
j=1

akjbji


i=1,··· ,ℓ,
k=1,··· ,m

.

一方で,

tB tA = [bkj ]j=1,··· ,ℓ,
k=1,··· ,n

· [aji]i=1,··· ,n,
j=1,··· ,m

= [bβα]α=1,··· ,ℓ,
β=1,··· ,n

· [aγβ ]β=1,··· ,n,
γ=1,··· ,m

(ここで添え字の文字を書き換えた)

= [yαβ ]α=1,··· ,ℓ,
β=1,··· ,n

· [xβγ ]β=1,··· ,n,
γ=1,··· ,m

(ここで yαβ := bβα, xβγ := aγβ と置いた)

=

 n∑
β=1

yαβxβγ


α=1,··· ,ℓ,
γ=1,··· ,m

=

 n∑
β=1

bβαaγβ


α=1,··· ,ℓ,
γ=1,··· ,m

=

 n∑
β=1

aγβbβα


α=1,··· ,ℓ,
γ=1,··· ,m

=

 n∑
j=1

akjbji


i=1,··· ,ℓ,
k=1,··· ,m

.

最後の等式でも添え字の文字を書き換えている. 以上より, t(AB)および tB tAの (i, k)-成分はすべて一
致している.

9これは与えられた線形写像の双対写像と呼ばれるものに相当する.
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3.4 成分の空白と任意性

行列A = [aij ]を成分表示するとき, 成分が 0となる部分は何も書かずに空白で表すことがある. また,

まとまった領域においてすべての成分が 0のとき, これらをまとめてOで表す. 例えば, 単位行列は次の
ように書かれる.  1

. . .

1

 ,


1

1 O
. . .

O 1

 .
あまり重要でない成分は ∗と書かれる. 同じ記号 ∗を用いるものの, 各成分において異なる数が入っ

ていてもよいと考える. 例えば, B =

 2 0 1

0 3 2

0 0 4

 を略して
 2 ∗ ∗

3 ∗
4

と書く. このように略しても,

Bnの対角成分は計算できる:

B2 =

 2 ∗ ∗
3 ∗

4


 2 ∗ ∗

3 ∗
4

 =

 22 ∗ ∗
32 ∗

42

 , Bn =

 2n ∗ ∗
3n ∗

4n

 .
また, まとまった領域において成分情報が不要であるとき, これらをまとめて∗と書く.

定義 3.4.1. 対角成分より下の成分がすべて 0なる行列を上三角行列という. すなわち, 次のような行列
のことである: 

a1

a2 ∗
. . .

O an

 .

3.5 行列の分割

次のように行列をいくつかの小さい行列に分割し, あたかも行列を成分にもつ行列であるかのように
見なして計算してもよい.

 1 2 3 4 5

6 7 8 1 0

11 12 13 0 1




1 0

0 1

6 7

1 2

0 1

 =


[
1 2

] [1 0

0 1

]
+ 3

[
6 7

]
+
[
4 5

] [1 2

0 1

]
[
6 7

11 12

][
1 0

0 1

]
+

[
8

13

] [
6 7

]
+

[
1 0

0 1

][
1 2

0 1

]


=


[
1 2

]
+
[
18 21

]
+
[
4 13

][
6 7

11 12

]
+

[
48 56

78 91

]
+

[
1 2

0 1

]  =

 23 36

55 65

89 104

 .
こうした分割による積の計算と元々の定義による積の計算が一致することは, 各成分がどのような成分
の積たちの和になっているか調べれば分かる. 分割計算を行う際の留意点は, 積がきちんと定まるような
分割を行う必要があることである.
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例 3.5.1. (m,n)-行列Aと (n, ℓ)-行列Bにおいて, A,Bをそれぞれ行ベクトル表示および列ベクトル表
示しよう. つまり, a1, · · · ,amを n次行ベクトル, b1, · · · , bℓを n次列ベクトルとして

A =


a1

a2

...

am

 , B =
[
b1 b2 · · · bℓ

]
,

と分割する. このとき, 積 AB = [zik]の (i, k)-成分とは, Aの i行目と B の k列目の積のことであった
(すなわち zik = aibk). ABの分割として, 次のような表し方がある:

A
[
b1 b2 · · · bℓ

]
=
[
Ab1 Ab2 · · · Abℓ

]
,


a1

a2

...

am

B =


a1B

a2B
...

amB

 ,


a1

a2

...

am


[
b1 b2 · · · bℓ

]
=


a1b1 a1b2 · · · a1bℓ

a2b1 a2b2 · · · a2bℓ
...

...
...

...

amb1 amb2 · · · ambℓ

 .
なお, Aの行ベクトル表示およびBの列ベクトル表示をカンマで区切って,それぞれA = t[ ta1, · · · , tam],

B = [b1, · · · , bℓ]と書くこともある.

行列の分割による計算は, 行列の性質を帰納法を用いて示す際に威力を発揮する. 行列のサイズに関す
る帰納法において, 分割によって小さくなった行列に帰納法の仮定を適用するという論法がよく使われ
ている.
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4 連立1次方程式と行列

前期の目標の一つは, 連立 1次方程式の一般解の解法を理解することにある. 一般解を求めるというこ
とは, すべての解を出しつくすことを意味する. あてずっぽうで解の一つや二つを見つけるのではなく,

理論的な見地から, 解はこれ以外にはありえないということまで我々は示さねばならない. 一般に, 方程
式の解は無限にたくさんあるかもしれないし, 一つも存在しないということもあり得る. この事実を次の
三つの方程式を例に確かめてみよう.

(1)

x+ y = 1,

2x+ 2y = 4.
(2)

x+ y = 1,

2x+ 2y = 2.
(3)

x+ y = 1,

x− y = 1.

方程式 (1)の解は存在しない. 何故なら, xy平面において直線 x+ y = 1と直線 2x+ 2y = 4は平行ゆ
え交わらないことが図を描けば分かるからである. 図の助けを借りずに論証する場合は次のようになる
だろう. 図は理解を助けるうえで重要ではあるが, 錯覚している可能性が残されていることを忘れてはな
らない.

解の非存在証明. 仮に方程式 (1)に解 (x, y) = (a, b)が存在すると仮定すると, 上段の式を 2倍する
ことで 2a+ 2b = 2を得る. また, 下段の式からは 2a+ 2b = 4を得る. 以上より 4 = 2となる. これは明
らかにおかしい. ゆえに方程式 (1)の解は存在しない.

一方で, 方程式 (2)の上下の式は互いに定数倍した関係にあるから, 二つの式の意味は同じであり, ゆ
えに直線 x+ y = 1上の点 (a, 1− a)が方程式 (2)の解となる. aは任意の実数をとり得るため, この方程
式の解は無数にある. 方程式 (3)の解は二つの直線 x+ y = 1および x− y = 1の交点である. すなわち,

解は唯一つ (x, y) = (1, 0)のみである.

いまの例によって, 解の形には色々な可能性がありうることが分かった. この単元における目標は, 連
立 1次方程式と行列の関係を見極め, 方程式の解全体の形がどのようになるか理論立てて理解すること
にある. さて, 連立 1次方程式と行列の関係は次のように与えられる. x, y, zを変数とする連立方程式a11x+ a12y + a13z = b1,

a21x+ a22y + a23z = b2,

を解くことと, [
a11 a12 a13

a21 a22 a23

] x

y

z

 =

[
b1

b2

]

を満たす 3次列ベクトル x =

 x

y

z

を探すことは同じことである. 以後, 連立 1次方程式を解くことは,

既知の行列 Aおよび列ベクトル bが与えられたとき, Ax = bを満たす未知のベクトル xを求めること
と解釈し, 話を進めよう.

4.1 逆行列を持つ場合

まずは最も簡単な場合の解法を紹介する. それはAが正方行列であり, 更にAB = BA = Eを満たす
正方行列Bが存在する場合である. このようなBのことをAの逆行列という. このとき, 列ベクトル a

が方程式 Ax = bの解であると仮定すれば (すなわち Aa = bを満たす), この両辺に左から Bをかける
ことで BAa = Bbを得る. 左辺を計算すると BAa = Ea = aゆえ a = Bbである. したがって方程式
に解が存在するとすれば, その解は唯一解 x = Bbのみであることが分かった. また, 実際に x = Bbは
この方程式の解である. 何故なら, Ax = ABb = Eb = bゆえAx = bを満たすからである. 以上より次
を得る.
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命題 4.1.1. 正方行列Aの逆行列Bが存在するとき, 連立 1次方程式Ax = bは唯一解 x = Bbを持つ.

この命題は理論的にはすっきりとしているものの, いくつかの欠点がある. 一つは, そもそも逆行列が
存在するかどうかをどうやって判断するのかということである. また, 逆行列 Bを求める方法も今はま
だ分からない. 更に, 逆行列が存在しない場合に, そうとも知らずに上の命題に準じた方向で挑んでし
まったら, 計算が徒労に終わってしまうのだろうか. 実は, 理論を進めていくと, これらの問題はすべて
繋がっていることが分かる.

4.2 行列の行基本変形

Aを (m,n)-行列とする. このとき Ax = bは, 変数の数が n個, 式の数がm個の連立 1次方程式であ
る. 方程式を解くにあたり, 各係数に現れる数が単純 (例えば係数に 0が多く現れる場合)なほど解は求
めやすい. そこで, 係数がなるべく単純になるよう式を変形する方法を考えたい. そのためには, 方程式
を変形してもその式の本質的な意味が変わらない操作が何かをまず考える必要がある. 例えば, 次の 3つ
の操作 (式の書き換え)は方程式の意味を変えない. すなわち, 変形する前と後で解の形が変わらない.

(i) 実数 r ̸= 0について, 一つの式を両辺を r倍した式に書き換える,

(ii) m個の式の順番を並べ替える,

(iii) ある式の何倍かを別の式に加えることで, 新しい式に書き換える.

上の 3つの操作で解の形が変化しない理由は, 再び 3つの操作のいずれかを行うことで元の方程式の形
に戻すことができるからである. この 3つの操作に対応する行列の変形操作を行基本変形という. すな
わち, 次の 3つの変形のことである:

(1) 実数 r ̸= 0について, 一つの行を r倍する,

(2) 二つの行を入れ替える

(3) ある行の何倍かを別の行に加える.

(m,n)-行列Aとm次列ベクトル bを並べた, (m,n+ 1)-行列 [A|b]を考えよう.

[A|b] :=


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .
これを方程式Ax = bに関する拡大係数行列という. 行列 [A|b]に行基本変形の操作 (1)から (3)のいず
れかを一回ほどこした行列を [A′|b′]としよう. このとき, n次列ベクトルaについて, aが方程式Ax = b

の解であることと, aが方程式A′x = b′の解であることは同値である. これは, 連立 1次方程式に対して
(i)から (iii)のいずれの式変形を行っても解が変化しないことから分かる. また, 行基本変形を [A|b]に何
度ほどこしてもこの状況は変わらない. したがって次を得る:

命題 4.2.1. 行列 [A|b]に有限回の行基本変形をほどこしたものを [A′|b′]とすれば, 方程式Ax = bの解
全体と方程式A′x = b′の解全体は一致する.

さて, 連立方程式 Ax = bを解くには, 行基本変形を用いてより簡単な連立方程式 A′x = b′に帰着さ
せればよいことが分かった. では, ここでいう「簡単」とはどういう意味だろうか. 例えばAが正方行列
であり, [A|b]を運よく [E|b′]に変形できたとすれば, これは簡単だと言えるだろう (実際, x = b′が唯一
の解である). 一般の場合には単位行列になることは望めないものの (そもそも正方行列でなければ絶対
に不可能である), 方程式の解が直ちに分かるような行列の形があり, それは簡約行列と呼ばれている.
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4.3 簡約行列

簡約行列を定義するために, まず主成分なる概念を導入する. 行列 Aの零ベクトルでない各行ベクト
ルに対して, その行のゼロでない最初の成分のことを, その行の主成分と呼ぶ. 次の行列において下線が
引かれた成分が各行の主成分である. 

2 0 1 5 4

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

 .
定義 4.3.1. 次の (I)から (IV)すべてを満たす行列 [aij ]を簡約行列という.

(I) 零ベクトルとなる行は零ベクトルでない行よりも下段にある,

(II) 零ベクトルでない行の主成分は 1である.

(III) 第 i行の主成分が第 ji列にあるとすれば, j1 < j2 < j3 < · · · が成り立つ. つまり, 各行の主成分は
下にある行ほど右側にある.

(IV) ある行の主成分を含む列について, その列ベクトルの成分は主成分を除いてすべて 0である. すな
わち, (III)における記号および (II)の条件を合わせれば, 第 i行が零ベクトルでないとき, 第 ji列
は i行成分が 1でそれ以外の成分は 0となる.

上の性質を満たす行列の名称は参考書によってまちまちであり, 例えば簡約階段行列, 既約行階段行列
など様々な呼ばれかたをしている. また, 主成分についても同様で, 行に関するかなめあるいは先頭の列
など色々な呼び方がある.

練習 4.3.2. 次の行列のうち簡約行列はどれか.

(1)

[
0 0 0

0 0 1

]
, (2)

 1 2 −3
0 1 1

0 0 0

, (3)

 1 0 0 1

0 2 1 0

0 0 1 1

,

(4)

 0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

, (5)

 1 2 1 0

0 0 0 2

0 0 0 0

, (6)

 0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

.
答え. (1)は (I)が成立しない. (2)は 2列目について (IV)が不成立. (3)は 2行目において (II)が不成立
で, 更に 3列目において (IV)も成り立たない. (4)は (III)が不成立, (5)は (II)が不成立である. (6)は
(I)から (IV)すべてを満たすゆえ簡約行列である.

行列Aに行基本変形を何回かほどこして簡約行列Bに変形させる操作をAを簡約化するといい, Bを
Aの簡約化と呼ぶ. 簡約化の方法は次の手順で得られる. ただし , これはあくまでもアルゴリズムであ
り, 実際に簡約化を行う際は, 各自の判断で手順を入れ替えたほうが効率が良い場合もある.

(1) 零ベクトルとなる行たちが下段に並ぶよう行の入れ替えを行う.

(2) 主成分を含む行について, 第 i行の主成分が ji列目にあるとする. このとき j1 ≤ j2 ≤ j3 ≤ · · · が
成り立つように行の入れ替えを行う.

(3) ji = ji+1となる場合は i行の何倍かを i+ 1行に加え, i+ 1行目の主成分であった (i+ 1, ji)-成分
を 0にする.

(4) j1 < j2 < j3 < · · · となるまで上の (1)から (3)の操作を繰り返す.
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(5) 行のスカラー倍を行い, 各行の主成分を 1にする.

(6) ある行 (これを第 i行とする)の主成分を含む列において, その主成分以外の成分が 0になるよう i

行の何倍かを他の行に加える.

例 4.3.3. 次は簡約行列への行基本変形の一例である. 実際の変形においては, 2つ目と 3つ目の変形を,

4つ目と 5つ目の変形を同時に行うなどして, 計算過程をできるだけ省略する.


2 0 1 5 4

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

 1 行−2 行−→


2 0 0 3 1

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

 1 行−4 行−→


2 0 0 3 0

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1



2 行−4 行×3−→


2 0 0 3 0

0 0 1 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

 入れ替え−→


2 0 0 3 0

0 0 1 2 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

 1 行× 1
2−→


1 0 0 3

2 0

0 0 1 2 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


なお, 行列の簡約化は唯一通りに定まる. これは, どのような行基本変形の手順を踏もうとも, 最終的
に得られる簡約化は必ず一致するということである. この証明は 6.1節で述べよう (定理 6.1.1).

4.4 連立 1次方程式の解法

簡約行列 [B|b]における連立 1次方程式Bx = bの解法を具体例を通して説明する. [B|b]の主成分に
関するある条件について, 二つのケースに分けて考える.

(ケース 1) : まずは [B|b]の最後の列 bに主成分が含まれる場合である. 例えば,

[B|b] =

 0 1 3 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

のとき, Bx = bは

 0 1 3 0

0 0 0 1

0 0 0 0



x1

x2

x3

x4

 =

 0

0

1

 .
このとき, 最後の行に関する等式を方程式の言葉で書き直せば, 0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 1となる. この
ような式を満たす xは存在しないゆえ, したがって方程式Bx = bの解は存在しない.

(ケース 2) : 次に [B|b]の最後の列 bに主成分が含まれない場合を考える. 例えば,

[B|b] =

 0 1 3 0 2 4

0 0 0 1 1 5

0 0 0 0 0 0

のとき, Bx = bは,

 0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0



x1

x2

x3

x4

x5

 =

 4

5

0

 .

このとき, 主成分のないBの列に対応する変数 xiを任意定数とおくと簡単に解が得られることをこれ
から見ていこう. いま, ベクトル xが方程式 Bx = bを満たしているとする. この例では主成分を含む
B の列は第 2列と第 4列であるから, そうでない 1,3,5列に対応する変数 x1, x3, x5 について c1 := x1,

c2 := x3, c3 := x5とおこう. すると, 残りの x2および x4は 1行目と 2行目に対応する方程式

(♯1)

0x1 + 1x2 + 3x3 + 0x4 + 2x5 = 4,

0x1 + 0x2 + 0x3 + 1x4 + 1x5 = 5,
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を移項することで次を満たさねばならないことが分かる.

(♯2)

x2 = 4− 3x3 − 2x4 = 4− 3c2 − 2c3,

x4 = 5− x5 = 5− c3.

なお, このように簡単に整理できる理由は簡約行列が特殊な形をしているためである. 以上により, 方程
式Bx = bの解 xが存在するとすれば, ベクトル xは次の形になっていることが分かった:

x =


x1

x2

x3

x4

x5

 =


c1

4− 3c2 − 2c3

c2

5− c3
c3

 .

また,今度は実数 c1, c2, c3を勝手に選び,上の式によってxを定めてみよう. このときxが方程式Bx = b

を満たすことは明らかである. 何故なら, 上でもって xを定めるということは, 式 (♯2)が満たされるよう
に定めたことを意味し, 式 (♯2)を移項すれば元々の連立方程式 (♯1)が得られるからである. これまでの
議論により, 方程式Bx = bの解は存在し, しかも解の形は次のもので出しつくされている (これを方程
式の一般解という)ことが分かった:

x1

x2

x3

x4

x5

 =


c1

4− 3c2 − 2c3

c2

5− c3
c3

 , ただし c1, c2, c3は任意の定数である.

また, 一般解を次のように整理しておくと後々の議論において都合が良い.
c1

4− 3c2 − 2c3

c2

5− c3
c3

 =


0

4

0

5

0

+ c1


1

0

0

0

0

+ c2


0

−3
1

0

0

+ c3


0

−2
0

−1
1

 .

上のような解の表記が何を意味するのか説明するために,次元を落としてR3のベクトルについて考え
てみよう. まず二つの平行でないベクトル a1,a2 ∈ R3を取って固定しよう. 次に y = ca1 + da2なる点
(ただし c, dは任意の数)のなす集合H を考えると, H は R3の中で原点を通る平面になる. 更に新たな
のベクトル a0 ∈ R3を取り, x = a0 + ca1 + da2なる点のなす集合W を考えれば, これは平面H をベ
クトル a0方向に平行移動した平面である.

連立 1次方程式の解全体の集合は常にこのような形をしている. それは, いまのような考察をRnにお
いて行えば理解できる. (m,n)-行列Aによる方程式Ax = bの解全体をW としよう. 本項で与えた連立
1次方程式の解法によれば, 固定された n次列ベクトル a0,a1, · · · ,akおよび任意定数 c1, · · · , ckを用い
て, W の元は次のような形で表示される:

x = a0 + c1a1 + c2a2 + · · ·+ ckak. (4.4.1)

W は, 次で表される点 yのなす空間H (これはRnの原点を含む k次元の空間とみなせる)を a0方向へ
平行移動した集合となる:

y = c1a1 + c2a2 + · · ·+ ckak.
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例 4.4.1. 上で解いた連立方程式

0 1 3 0 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

x =

45
0

の解全体の集合は, c1


1

0

0

0

0

 + c2


0

−3
1

0

0

 +

c3


0

−2
0

−1
1

 で表されるベクトルのなす集合H (これはR5の原点を通る 3次元の空間である)を,


0

4

0

5

0

方向
に平行移動した集合W に一致する.

本節で与えた連立 1次方程式の解法をまとめておこう.

はきだし法による連立 1次方程式の解法 (ガウス・ジョルダンの消去法)� �
連立 1次方程式Ax = bの解法は次のとおりである. まず拡大係数行列 [A|b]の簡約化 [B|b′]を求

める. このとき, Ax = bの解全体とBx = b′の解全体は一致する. [B|b′]の最後の列 b′に主成分が
ある場合は方程式の解は存在しない. そうでない場合は解は存在し, 方程式Bx = b′の解は, Bにお
ける主成分を含まない列に対応する変数を任意定数とおくことで簡単に表せる. なお, Bのすべての
列に主成分がある場合, 任意定数の数は 0で, 方程式の解は唯一つである. また, 方程式の一般解を
ベクトルの和に分解しておくと, 解全体の集合が見やすくなる.� �
連立 1次方程式の解法を知ることの重要性は, 応用の立場からは論ずるまでもない. 一方で, 線形代数
の枠組みにおいては, 簡約化が線形写像の像の次元を調べるための手段となる. これに同次形連立 1次
方程式10の解における任意定数の個数を合わせることで, 線形写像の次元公式を得る. また, 次元公式は,

線形写像の準同型定理を次元の立場から理解する上でかかせない. そして, 準同型定理は線形空間の枠組
みのみならず, 群論や環論など様々な代数理論の上で認められる定理であり, 抽象代数学における基本的
な考え方となる.

さて, いま述べたことと重複するが, 後期の講義において, 行基本変形や連立 1次方程式の一般解が度々
登場する. その際に, 講義中にいちいち復習する余裕はないゆえ, 本節で述べたことを自ら説明できるく
らい咀嚼していることが, 今後の学習において望まれる.

4.5 一般解の形と任意定数の個数について

本節において, 連立 1次方程式 Ax = bの解法の一つ (はきだし法)を与えた. ここで, 式 4.4.1の形で
与えられるAx = bの一般解の形にどれくらいの種類があるか検討しよう. 例えば, 次の方程式[

1 1

2 2

][
x

y

]
=

[
1

2

]
,

[
1 1 1

2 2 2

]
簡約化−→

[
1 1 1

0 0 0

]
の一般解として, 次の四つの形が挙げられる:

(1)

[
x

y

]
=

[
1

0

]
+ a

[
−1
1

]
, (2)

[
x

y

]
=

[
1

0

]
+ b

[
−2
2

]
,

(3)

[
x

y

]
=

[
0

1

]
+ c

[
1

−1

]
, (4)

[
x

y

]
=

[
0

1

]
+ d

[
1

−1

]
+ e

[
2

−2

]
,

10同次形の方程式は 6.2項で扱う.
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ただし, a, b, c, d, eはそれぞれ任意定数である. (1)は本節で与えた解法による解, (2)は (1)において
a = 2bとした解, (3)は第 1変数 xを任意定数とした解, (4)は任意定数を水増しした解である. これらの
例から次のことが示唆されるであろう:

• (1)と (2)の関係から, 一般解の形は無数にあることが分かる.

• (3)のように, 本節の解法とは異なる変数を任意定数とする解もある. また, (2)のように, いずれの
変数も任意定数としない解もあり得る.

• (4)は, 解の表示として適当ではない. 解を記述する際は, 最低限必要な数だけの任意定数を用いる
ことが望まれる.

これらの考察から, 次のような疑問を持つ読者もいることと思う.

(i) 任意定数の個数に水増しがないかどうかをどうやって判定すればよいのか. 特に, 本節で与えた解
法において任意定数の水増しはないか.

(ii) 任意定数の水増しのない異なる二つの一般解を与えたときに, 二つ解の任意定数の個数は必ず一致
するか.

(iii) 任意定数の定め方には, どれくらいの種類が考えられるのか.

これらの疑問への解答は, 後期で学ぶ線形空間論を踏まえた上でなされる (22.2項で述べる). 未定義
語の羅列になることを承知で述べると, 線形独立性と呼ばれる概念を通して (i)の判定がなされ, とくに
本節で与えた解法において任意定数の水増しはない. (ii)は正しく, これは線形空間の次元を通して説明
される. また, (iii)は線形空間の基底の与え方と関係している.

ところで, (ii)を通して「一般解の任意定数の個数」と呼ばれる概念が定義できることが分かる. しか
し, その定義の妥当性の議論は後期まで待たねばならぬゆえ, それまでの間の当座の約束として, 「一般
解の任意定数の個数」とは本節で与えた解法による一般解の任意定数の個数のことであると定めておく.
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5 可逆行列

ここでは逆行列を持つ行列の性質について詳しく扱う. また, 前節で学んだ行基本変形を理論的な立場
から再考する. これによって, 行列の簡約化を用いた逆行列の解法が理解される.

5.1 逆行列の性質

逆行列の定義をもう一度書いておこう.

定義 5.1.1. n次正方行列Aが可逆 (invertible)である (または正則 (non-singular, regular)である)

とは, AB = E = BAを満たす n次正方行列 B が存在することである. このとき, B を Aの逆行列と
いう.

なお, 線形写像の言葉に戻すと, 逆行列とは, 逆写像 (逆関数)と呼ばれるものに相当している.

命題 5.1.2. Aの逆行列が存在すれば, それは唯一つである.

Proof. B,C が共に A の逆行列であるとすると, B = C が簡単に確かめられる. 実際, B = BE =

B(AC) = (BA)C = EC = C である.

このように, 条件を満たすものが唯一つしかないことを示す場合, 条件を満たすものを二つ挙げ, それ
が一致することを言うのは数学の常套手段の一つである. ほかに, 条件を満たし互いに異なるものがある
と仮定し, 矛盾を導くという手もある.

さて, 可逆行列Aの唯一つの逆行列をA−1と表すことにしよう. 今後の議論の中でA−1という記号が
出てきたときは, それはAが可逆行列であることを前提とした議論であることに注意せよ.

例 5.1.3. 逆行列に関する簡単な性質をここでまとめておく.

(1) EはEの逆行列である.

(2) Aの逆行列をBとすれば, Bの逆行列はAである. これは逆行列の定義より直ちに分かる. とくに
Bも可逆行列であり,

(
A−1

)−1
= B−1 = Aが成り立つ.

(3) 各 X1, X2, · · · , Xk が共に可逆ならば, それらの積 P = XkXk−1 · · ·X2X1 も可逆であり, P−1 =

X−1
1 X−1

2 · · ·X
−1
k−1X

−1
k である. 実際,

(X−1
1 X−1

2 · · ·X
−1
k−1X

−1
k )P = (X−1

1 X−1
2 · · ·X

−1
k−1X

−1
k )(XkXk−1 · · ·X2X1)

= X−1
1 X−1

2 · · ·X
−1
k−1(X

−1
k Xk)Xk−1 · · ·X2X1

= X−1
1 X−1

2 · · ·X
−1
k−1EXk−1 · · ·X2X1

= X−1
1 X−1

2 · · · (X
−1
k−1Xk−1) · · ·X2X1

= · · · = X−1
1 X1 = E.

P (X−1
1 X−1

2 · · ·X
−1
k−1X

−1
k ) = Eも同様の計算で確かめられる.

(4) AB = Oなる行列 B ̸= Oが存在すれば, Aは可逆でない. 何故なら, 仮に可逆であるとすると,

AB = Oの両辺に左から A−1を掛けることでB = Oとなり, これは B ̸= Oに矛盾するからであ
る. ここで, Bは正方行列でなくてもよいことに注意せよ. この議論は逆行列を持たない正方行列

の存在も述べている. 例えば, A =

[
0 1

0 0

]
とすればA2 = OゆえAは可逆でない.

(5) 可逆行列Aについて, (A−1)kのことをA−kと書き, またA0 = Eと書くとすれば, 整数 p, qについ
て指数法則 Ap+q = ApAq および (Ap)q = Apq が成り立つ. これらの証明は, 正数における指数法
則の証明と同様である.
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5.2 行基本変形再考

(m,n)-行列Aの行基本変形について再考する. まず次のような特別な正方行列を考えよう.

定義 5.2.1. 次の三種類のm次正方行列 Sm(i; r), Wm(i, j), Km(i, j; r)を基本行列という. なお, この記
号は, この講義でのみ通じる記号である.

(1) Sm(i; r) : Emの i行目を r倍した行列. ただし r ̸= 0とする.

Sm(i; r) :=



1
. . .

1

r

1
. . .

1


← i行目

(2) Wm(i, j) : Emの i行と j行を入れ替えた行列.

Wm(i, j) :=



1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1



← 1行目
...

← i行目
...

← j行目
...

← n行目

(3) Km(i, j; r) : Emにおいて, i行目の r倍を j行目に加えた行列.

Km(i, j; r) :=



1
. . .

1
. . .

r 1
. . .

1



← 1行目
...

← i行目
...

← j行目
...

← n行目

基本行列を左から掛けることは, 行基本変形を行っていることに他ならない. すなわち次が成り立つ.

各自, 実際に計算して確かめてみること.

命題 5.2.2. (m,n)-行列Aと基本行列の積について, 次が成り立つ.

(1) Sm(i; r)AはAの i行目を r倍した行列である:

1
. . .

r
. . .

1





a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn


=



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

rai1 rai2 . . . rain
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn


.
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(2) Wm(i, j)AはAの i行と j行を入れ替えた行列である:

1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1





a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn


=



a11 a12 . . . a1n
...

...
...

...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn


.

(3) Km(i, j; r)AはAの i行目の r倍を j行目に加えた行列である:

1
. . .

1
. . .

r 1
. . .

1





a11 . . . a1n
...

...
...

ai1 . . . ain
...

...
...

aj1 . . . ajn
...

...
...

am1 . . . amn


=



a11 . . . a1n
...

...
...

ai1 . . . ain
...

...
...

rai1 + aj1 . . . rain + ajn
...

...
...

am1 . . . amn


.

したがって, 行基本変形によりある行列を別の行列に変形させることは, いくつかの基本行列を左から
何度もかけることに他ならない. また, 基本行列自身に基本変形をほどこすことを考えると, 上の命題か
ら次が直ちに分かる.

命題 5.2.3. 基本行列の逆行列は基本行列であり,

(1) Sm(i; r)−1 = Sm(i; r−1), (2) Wm(i, j)−1 =Wm(i, j), (3) Km(i, j; r)−1 = Km(i, j;−r).

Proof. (1)のみ示そう. Sm(i; r)に左から Sm(i; r−1)を掛けるということは, 前命題 (1)より Sm(i; r)の
i行目を r−1倍することに他ならない. ゆえに Sm(i; r−1)Sm(i; r) = Emである. また, Sm(i; r−1)に左か
ら Sm(i; r)を掛けることは Sm(i; r−1)の i行目を r倍することに他ならず, Sm(i; r)Sm(i; r−1) = Emで
ある. 以上より, Sm(i; r)−1 = Sm(i; r−1).

(2)および (3)も同様の考察から分かる.

さて, 行列Aが k回の行基本変形によってBに変形できるとしよう. 行基本変形は左から基本行列を掛
けることに他ならないから, Aを行基本変形する際に実際に行った操作に対応する基本行列をX1, · · · , Xk

とすると, 次が成り立つ:

XkXk−1 · · ·X2X1A = B.

このとき, 可逆行列たちの積 P = XkXk−1 · · ·X2X1は可逆であり, また PA = Bと表せる. 一方, Bに
X−1

k , X−1
k−1, · · · , X

−1
1 に対応する基本変形を順次ほどこせばAを得る. 実際,

X−1
1 X−1

2 · · ·X
−1
k−1X

−1
k B = P−1PA = EA = A.

以上を整理すると次のような主張になる.

命題 5.2.4. (m,n)-行列Aが行基本変形によりBに変形するならば, PA = Bを満たすm次可逆行列 P

が存在する. また, Bを行基本変形することによりAに戻すこともできる.

行基本変形と基本行列の関係から, 可逆行列の逆行列を求めることができる. これを次項で見ていこう.
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5.3 逆行列の求め方

n次正方行列Aの逆行列を求めるために, まずはその候補としてBA = Eを満たす正方行列Bを探そ
う. ここで, 行列Aが k回の行基本変形によってEに変形できたと仮定しよう. すなわち, Aの簡約化は
Eであり, また前項での考察により次のように書ける:

XkXk−1 · · ·X2X1A = E,

ここで, 各Xiは Aを E に行基本変形する際に実際に行った操作に対応する基本行列である. したがっ
て, B = XkXk−1 · · ·X2X1とおけば BA = Eを満たすことが分かる. この Bが Aの逆行列であること
は次のように示される:

Proof. Bは基本行列の積で表されていること,および基本行列は可逆であること,可逆行列の積は可逆であ
ることからBは可逆である. ゆえにBの逆行列Cが存在する. このとき, A = EA = (CB)A = C(BA) =

CE = CよりAはCに等しい. つまりA = B−1であり,この両辺の逆行列を取ってA−1 = (B−1)
−1

= B

を得る.

さて, 上のBを少ない労力で求めるには次の式を考えればよい.

B = XkXk−1 · · ·X2X1E.

この式は, Aを行基本変形によってEに変形した操作と全く同じ手順でEを変形するとBが求まること
を述べている. なお, Aの Eへの変形を確認した後で, 同様の手順で Eを変形するという二度手間は不
要である. なぜならAとEを横に並べた (n, 2n)-行列 [A|E]についての行基本変形を行い, 左半分が単位
行列となる [E|X]が得られれば,

[E|X] = B[A|E] = [BA|BE] = [BA|B].

つまりXは我々が求めるBに他ならない. また, [E|X]は明らかに簡約行列であり, したがって [A|E]の
簡約化である.

逆行列の求め方.� �
Aを n次正方行列とする. Aの逆行列を求めるには, (n, 2n)-行列 [A|En]を簡約化すればよい.

[A|En]の簡約化が [En|B]なる形をしているならば, BがAの逆行列となる.� �
ちなみに, [A|En]の簡約化が [En|B]という形にならない場合, すなわちAの簡約化がEnでない場合
はAは可逆ではない. その理由は次節で述べる定理 6.2.2による. これを認めれば, 任意の可逆行列の簡
約化は単位行列になることが分かり, したがって次を得る.

定理 5.3.1. 可逆行列は基本行列の積で表せる.

Proof. Bを可逆行列とし, A := B−1とする. 可逆行列 Aを行基本変形で単位行列に変形する手順に対
応する基本行列たちの積は, これまでの議論によりAの逆行列, すなわちBに一致することが分かって
いる. 以上よりBは基本行列の積で表すことができる.

本項では, BA = Eを満たす行列Bの探し方の一例を挙げて, 更にBがAの逆行列となることを見た.

では, 本項とは別の方法でDA = E を満たす正方行列Dが得られたとき, このDは必ず Aの逆行列に
なるのだろうか. 次の定理を認めればDもAの逆行列であり, B = Dとなることが分かる. この定理は
行列式の項目に入ってから証明する (詳細は 13節を見よ).

定理 5.3.2. 二つの n次正方行列A,DについてDA = Eが成り立てばDはAの逆行列である. すなわ
ち, AD = Eも成り立つ.
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5.4 基本行列と列基本変形

本節では, 基本行列を左から掛けることと行基本変形の各操作が対応することを見てきた. では, 基本
行列を右から掛けると何が起こるのであろうか. それは列に関する変形と対応していることが分かる. 次
の命題は, 命題 5.2.2と同様に計算によって確かめることができる.

命題 5.4.1. (m,n)-行列Aと基本行列の積について, 次が成り立つ.

(1) ASn(i; r)はAの i列目を r倍した行列である.

(2) AWn(i, j)はAの i列と j列を入れ替えた行列である.

(3) AKn(i, j; r)はAの i列目の r倍を j列目に加えた行列である.
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6 行列の階数

連立 1方程式の一般解の任意定数の個数と関係する量として, 行列の階数と呼ばれる概念がある. 実
は, 階数とは線形写像の像の次元として本来は定義されるものである. しかしながら, ここでは行列の言
葉に翻訳したうえでの定義を述べなければならず, そのためには簡約化の一意性について言及する必要
がある.

階数を用いると連立 1方程式の解に関する言明を簡潔に述べることができる (命題 6.2.1). しかし, だ
からといって, 階数を用いて述べられた命題を丸暗記しても理解が深まることはない. 階数という便利な
言葉に頼らずに, 連立 1方程式の解法がどんな手順であったか常に頭の中で意識しつつ命題を解釈して
もらいたい.

6.1 簡約化の一意性

定理 6.1.1. 行列の簡約化は唯一通りに定まる.

Proof. 列の数に関する帰納法で示す. まず, 列の数が 1の場合, すなわち列ベクトル xの簡約化について
考える. 列ベクトルのうちで簡約なものは, その定義から 1行成分が 1で他の成分がすべて 0の列ベクト
ル e1か 0に限る. x = 0の場合, 0に基本変形をいくらほどこしても変化せず, 0の簡約化は 0自身以外
にありえない. また, x ̸= 0の場合, xを 0に行基本変形することはできない. 何故なら, もし 0が xの
簡約化であるならば, 命題 5.2.4により 0を行基本変形して x ̸= 0が得られるが, 先の議論によりこれは
不可能だからである. ゆえに xの簡約化は e1のみである. 以上より, 列ベクトルの簡約化は唯一つであ
ることが分かった.

列の数が nなる行列について簡約化が一意的であると仮定し, 列の数が n + 1の行列についてもそう
であることを示そう. Aを (m,n)-行列, aをm次列ベクトルとし, (m,n+1)-行列 [A|a]の簡約化につい
て考える. [B|b]および [C|c]を [A|a]の簡約化としよう. このとき, (m,n)-行列B,C は共に簡約行列で
あり, とくにAの簡約化であるから, 帰納法の仮定によりB = C である. Bの中にどの行の主成分も含
まない列がある場合とそうでない場合に分けて考えよう.

まずは, Bの第 j列が主成分を含まない場合である. 各A,B,Cから第 j列を除いた (m,n− 1)-行列を
それぞれA′, B′, C ′とする. このとき, (m,n)-行列 [B′|b]は簡約行列であり, これはとくに行列 [A′|a]の
簡約化である. B = Cゆえ同様のことがCについても成り立ち, [C ′|c]も [A′|a]簡約化となる. したがっ
て帰納法の仮定より, [B′|b] = [C ′|c]である. すなわち, b = cゆえ [B|b] = [C|c].
次に, Bのどの列にも主成分が含まれている場合を考える. すなわち, [B|b]および [C|c]が次の形をし
ている場合である: 

1 ∗
. . . ∗

1 ∗
∗

 =

[
En ∗
Om−n,n ∗

]
.

更に次の二つに場合分けをして考える.

(i) b, cがともに, ある主成分を含む場合.

この場合は簡約行列の定義から, b, cは n+ 1行目が 1でそれ以外の成分が 0の列ベクトルであり,

b = cを得る.

(ii) (i)でない場合. すなわち, b, cのうち少なくともいずれか一方が主成分を含まない場合.

仮に bが主成分を含まないとして話を進める. このとき, [B|b]および [C|c]は次の形をしている.

[B|b] =

[
En b′

Om−n,n Om−n,1

]
, [C|c] =

[
En c′1
Om−n,n c′2

]
.
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[B|b], [C|c]はともに [A|a]を行基本変形を繰り返して得られる行列である. ゆえに [B|b]に行基
本変形を繰り返すことで [C|c]を得ることができる. したがって, あるm次可逆行列X によって
X[B|b] = [C|c]となる (命題 5.2.4). X を次のように分割する:

X =

[
Pn,n Qn,m−n

Rm−n,n Sm−n,m−n

]
=

[
P Q

R S

]
,

ここで, 上式の真ん中の行列に現れる P,Q,R, Sの添え字は行列のサイズを意味し, 煩雑ゆえ以降
は省略する. X[B|b]を計算すると次のようになる.

X[B|b] =

[
P Q

R S

][
En b′

Om−n,n Om−n,1

]
=

[
P Pb′

R Rb′

]
.

[C|c] = X[B|b]について成分を比較しよう.[
En c′1
Om−n,n c′2

]
= [C|c] = X[B|b] =

[
P Pb′

R Rb′

]
.

上式よりP = En, R = Om−n,nが得られる. ゆえにc1 = Pb′ = Enb
′ = b′, c′2 = Rb′ = Om−n,nb

′ =

Om−n,1である. つまり, b = cが示された.

cが主成分を含まない場合は, bと cの役割を入れ替えていまと同様の議論を行えばよい.

以上により, いずれの場合においても [B|b] = [C|c]となる. すなわち, (m,n + 1)-行列 Aの簡約化は唯
一通りに定まる.

定義 6.1.2. Aの簡約化をBとする. 次で定める三つの数はすべて同じ値となり, これをAの階数 (rank)

とよび rankAと書く.

(1) Bの零ベクトルでない行の数,

(2) Bの主成分の個数,

(3) Bの主成分を含む列の数.

上で定める数のうち, 一般の行列においても (1)と (2)は等しい. これらが (3)と等しいのは, 簡約行列
Bにおいて主成分を二つ以上含む列は存在しないからである.

仮にAの簡約化が二通りあるとし, それらの主成分の個数が異なっていたとすればAの階数を定めよ
うがない. また, これは連立 1次方程式において任意定数の個数が異なる二通りの一般解が存在すること
も意味する. このようなことが起こり得ないという主張が簡約化の一意性にほかならない.

(m,n)-行列Aについて次は明らかである.

rankA ≤ min{m,n }. (6.1.1)

ここでminは最小値を表す記号である. すなわち, 実数を要素とする集合X に対して, X の中で最も小
さい数が存在するとき, これをX の最小値とよびminX と書く. 同様にX の最大値も定められ, これを
maxX と書く.

命題 6.1.3. Aを行基本変形することで C が得られるならば, Aと C の簡約化は一致する. したがって,

rankA = rankC である.

Proof. Aの簡約化を Bとすれば,行基本変形により Aを Bに変形できる. 一方, 仮定より Aを C に行
基本変形できることから, 命題 5.2.4により C を Aに行基本変形できる. したがって次のような基本変
形ができる:

C
行基本変形−−−−−−→ A

行基本変形−−−−−−→ B.

ゆえに簡約行列Bは C の簡約化である.
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6.2 連立 1次方程式と階数

連立 1次方程式 Ax = bの解の形は, 拡大係数行列 [A|b]の簡約化の形によって, 解が存在する場合と
そうでない場合, および解が存在する場合における任意定数の数が決まるのであった. これを階数の言葉
を用いて言いなおすと次の命題になる.

命題 6.2.1. Aを (m,n)-行列とする. 連立 1次方程式Ax = bにおいて次が成り立つ.

(1) Ax = bの解が存在するための必要十分条件は rank[A|b] = rankAである.

(2) Ax = bの解が存在するとき, 一般解の任意定数の個数は n− rankAである.

(3) Ax = bの解が唯一つであるための必要十分条件は, rank[A|b] = rankA = nである.

とくに, Aが正方行列の場合は逆行列との関係を含めて次の主張を得る.

定理 6.2.2. n次正方行列Aにおいて次は同値である.

(1) rankA = n, (2) Aの簡約化はEである,

(3) 任意の n次列ベクトル bについて方程式Ax = bは唯一つの解を持つ,

(4) 方程式Ax = 0は唯一つの解 0を持つ, (5) Aは可逆である.

Proof. (1)から (4)までの同値性は既に述べたことのまとめにほかならない. しかしながら, 確認のため
に証明する.

(1)⇒(2) : rankA = nとすれば, Aの簡約化Bの主成分の個数は nである. Bは n× n行列であるゆ
え, B = Eとなる.

(2)⇒(3) : まず rankA = rankE = nに注意する. [A|b]の簡約化を [E|b′]とすれば, rank[E|b′] = n

である. ゆえに rank[A|b] = rank[E|b′] = n = rankA. よって, 命題 6.2.1(3)より方程式は唯一つの解を
持つ.

(3)⇒(4) : (4)は (3)における b = 0という特別の場合ゆえ明らか.

(4)⇒(1) : 仮定より,一般解の任意定数の個数は0である. したがって,命題6.2.1(2)より0 = n−rankA.
ゆえに rankA = n.

(2)⇒(5) : 逆行列の求め方より明らか.

(5)⇒(4) : x = 0が方程式Ax = 0の解であることは明らかである. また, 解の一意性も直ちに分かる.

実際, Ax = 0の両辺に左からA−1を掛けることで x = 0を得る.

以上によって, すべての条件の同値性が示された.

いまの定理においてAx = 0なる方程式が現れた. このような型の方程式を同次形 (または斉次形)の
方程式という. 証明の中でも述べたように, 同次形の方程式は x = 0を解に持つ. 連立 1次方程式の解法
を同次形の場合に適用してみよう. 拡大係数行列 [A|0]の簡約化は [B|0]なる形になっている. ゆえに一
般解の形 (式 4.4.1)は

x = c1a1 + c2a2 + · · ·+ ckak (ただし c1, · · · , ckは任意定数),

となることが分かる. すなわち, 解全体の集合は, Rnの原点を含む k次元の空間となる.

同次形の方程式とそうでない方程式の解の間には次のような関係がある.

命題 6.2.3. 方程式Ax = bの解 aを一つ取って固定しよう. このとき次が成り立つ.

(1) 方程式Ax = 0の任意の解 zに対し, a+ zは方程式Ax = bの解である.

(2) 方程式Ax = bの任意の解 yは, 方程式Ax = 0のとある解 zを用いて y = a+ zと表せる.
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Proof. (1) : zを Ax = 0の解とすると, A(a + z) = Aa + Az = b + 0 = b. ゆえに, a + zは方程式
Ax = bの解である.

(2) : yをAx = bの解とする. ここで z := y − aとおこう. このとき zはAx = 0の解である. 何故
なら, Az = A(y − a) = Ay −Aa = b− b = 0ゆえ zはAz = 0を満たすからである. また, zの定め方
から y = a+ zであり, 我々は主張を得た.

上の命題は, 同次形の方程式の解全体の集合をH とすれば, Ax = bの解全体の集合W はH を a方
向に平行移動した集合に一致することを言っている. なお, この事実の特別な場合については 4.4項に
て説明していた. また, 方程式を解く労力の観点からは次のように捉えることもできるだろう: 方程式
Ax = 0の解法は, 方程式 Ax = bの解法より幾分か易しい. そこで, あらかじめ易しい方程式 Ax = 0

の一般解を求めておき, 更に, 何らかの方法で Ax = bの解 aを一つでよいから見つけてくる. すると,

Ax = bの一般解は, Ax = 0の解の a方向への平行移動によってすべて得られる.

しかし, 既に連立 1次方程式の一般解の解法を知っている我々にとっては, このような考え方は不要に
も思える. そこで, 次の命題を考えてみよう.

命題 6.2.4. α(x), β(x), γ(x), δ(x)を既知の関数とし, 2階微分可能な未知の関数 f(x)に関する次の二つ
の微分方程式11を考える.

(I) α(x)f ′′(x) + β(x)f ′(x) + γ(x)f(x) = δ(x), (II) α(x)f ′′(x) + β(x)f ′(x) + γ(x)f(x) = 0.

方程式 (I)の解 a(x)を一つとって固定しよう. このとき次が成り立つ.

(1) 微分方程式 (II)の任意の解 z(x)に対し, a(x) + z(x)は微分方程式 (I)の解である.

(2) 微分方程式 (I)の任意の解 y(x)は, 微分方程式 (II)のとある解 z(x)を用いて y(x) = a(x) + z(x)

と表せる.

Proof. (1) : z(x)を (II)の解とすると,

α(x)(a(x)+z(x))′′ + β(x)(a(x) + z(x))′ + γ(x)(a(x) + z(x))

=
(
α(x)a′′(x) + β(x)a′(x) + γ(x)a(x)

)
+
(
α(x)z′′(x) + β(x)z′(x) + γ(x)z(x)

)
= δ(x) + 0 = δ(x).

ゆえに, a(x) + z(x)は微分方程式 (I)の解である.

(2) : y(x)を (I)の解とする. ここで z(x) := y(x)− a(x)とおこう. このとき z(x)は (II)の解である.

何故なら,

α(x)(y(x)−a(x))′′ + β(x)(y(x)− a(x))′ + γ(x)(y(x)− a(x))

=
(
α(x)y′′(x) + β(x)y′(x) + γ(x)y(x)

)
−
(
α(x)a′′(x) + β(x)a′(x) + γ(x)a(x)

)
= δ(x)− δ(x) = 0.

ゆえ z(x)は (II)を満たすからである. また, z(x)の定め方から y(x) = a(x) + z(x)であり, 我々は主張
を得た.

命題 6.2.3と 6.2.4の証明がパラレルであることに着目せよ. これはベクトル xに対してAxを対応さ
せる操作と, 関数 f(x)に対して関数 α(x)f ′′(x) + β(x)f ′(x) + γ(x)f(x)を対応させる操作が共に線形性
を満たしていることに起因する. このように, 似たような証明を何度も繰り返し行う手間を省くために,

我々は線形空間と呼ばれる代数構造を提案することになる.

11この形の微分方程式は, 線形常微分方程式と呼ばれている.
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7 行列式とは何か

行列式とは, 正方行列に対して定められるある量のことであり, detAもしくは |A|と書く. その定義
の詳細は一言で述べるには難しく, 厳密な定義については後で議論するとして, 本節では行列式の持つ意
味, および微積分学における扱われ方について導入的な紹介をしよう.

行列はmatrixの和訳であり行列式は determinantの和訳である. このように外国語と和訳でニュアン
スが異なるのは歴史的な事情がある. もともと行列と行列式は別の目的をもって定められたものであっ
た. 歴史的には行列式のほうが先に生まれた. それは連立 1次方程式の解の公式 (クラメルの公式)を得
るために考え出されたものである. 一方, matrixという用語は行列式の理論の中で生まれたのちに, 数を
矩形に並べた概念の総称として用いられるようになった. その後, 線形写像の数値化に相当するものとし
て演算が定められ, 今日の行列の定義に至っている. これら二語の和訳も紆余曲折があったが, これらの
関係性が十分に理解されたことにより, 行列・行列式なる訳が定着した.

行列式の意味を理解する見方は大きく分けて二つある. したがって, 行列式の定義の仕方にも二つの方
法があると考えてよいだろう. 一つは歴史的な経緯である方程式論から見る方法で, もう一つは幾何学的
な観点によるものである. 後者のほうがイメージが描きやすいゆえ, まずそちらから解説しよう.

7.1 線形写像の面積拡大率

A =

[
a b

c d

]
とし, 線形写像 TA : R2 → R2を TA(x) := Axで定める. このとき, detAとは, R2にお

ける 1辺の長さが 1の単位正方形の面積が TAで写像されると何倍になるかを表す量である. すなわち,

行列式とは線形写像の面積拡大率である.

O e1

e2

TA

O

TA(e1)

TA(e2)

e1 =

[
1

0

]
, e2 =

[
0

1

]
, TA(e1) =

[
a b

c d

][
1

0

]
=

[
a

c

]
, TA(e2) =

[
a b

c d

][
0

1

][
b

d

]
.

単位正方形とは e1, e2で張られる平行四辺形のことであり, これを TAで写像すると TA(e1)と TA(e2)で
張られる平行四辺形になる. ここで, 積分において負の面積を考えたように, 平行四辺形についても向き
を込めた面積を導入する. 面積の符号は, 半周未満の回転によってベクトル TA(e1)を TA(e2)に重ねる
とき, その回転が反時計回りになるか時計回りになるかで判断すればよい. e1, e2について同じことを考
えればこの回転は反時計回りであるから, TA(e1), TA(e2)についても反時計回りならば正, そうでなけれ
ば負の面積を対応させる. 図 1の平行四辺形の面積は, 原点と TA(e1) + TA(e2)を頂点に持つ長方形の面
積からいくつかの台形や三角形の面積を引くことで得られるから,∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = “TA(e1)と TA(e2)で張られる平行四辺形の面積”

= (a+ b)(c+ d)−
(
ac

2
+

(c+ c+ d)b

2
+
bd

2
+

(b+ a+ b)c

2

)
= ac+ ad+ bc+ bd− ac+ 2cb+ db+ bd+ 2bc+ ac

2
= ad− bc.
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O a

c

b

d

a+ b

b

c+ d

c

図 1: 平行四辺形の各頂点の座標表示

一般のn次正方行列Aの行列式も同様に与えられる. すなわち,線形写像TA : Rn → RnをTA(x) := Ax

で定め, TAの体積拡大率を detAと定める. ここで, 1次元において長さ, 2次元において面積, 3次元に
おいて体積とそれぞれ異なる呼ばれ方をしていた各次元に関する量は, 4次元以上においてはすべて体積
と呼ぶことにする. また n次元空間において, 次元が n未満の図形を面と呼ぶことにしよう. 3次元空間
における 2次元の図形が通常の意味での面であった. n = 3の場合, detAはAの 3つの列ベクトルで張
られる平行六面体の体積に相当し, 図形の体積計算が得意な者は次を得ることができるだろう:∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31.

体積拡大率を直接求める方法で 4次以上の行列式を定めるのは難しい. Rnにおいて, n個のベクトル
で張られる図形 (これは n − 1次元の 2n個の面で囲まれる)の体積の計算式はかなり複雑であり, また,

普段 3次元の空間に住む我々が高次元の図形を想像すること自体に困難な部分がある. そこで, n次元の
図形の体積が持つべき性質をいくつか列挙することにより, その性質をもとに低次元の図形の体積計算
に帰着させることで, 求める体積を得るという方法が考えられる. この具体的方法については後で述べる
こととしよう.

さて, 行列式が体積拡大率を意味するのであれば, TE は元を動かさない恒等写像ゆえ |E| = 1である.

また, |AB|は合成写像 TA ◦TBの体積拡大率であるから, 積をとって |AB| = |A||B|となる. よってAが
可逆であるとき, |A||A−1| = |AA−1| = |E| = 1より |A−1| = |A|−1, とくに |A| ̸= 0である. 逆に, |A| ̸= 0

ならばAが可逆であることも後で示され, したがって |A|はAが可逆であるかどうかを知るための指標
となる.
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よりみち (多次元空間を見る.).� �
n本のべクトルで張られる n次元の図形の体積計算を考えるうえで最も基本的な指針となるのは

カヴァリエリの原理 (切り口の面積が常に等しい 2つの立体の体積は等しい…詳しくは 10.2項で述
べる)である. これにより, 角柱や円柱など柱状の図形の体積公式を得る. すなわち, n次元柱の n次
元体積は, 底面となる n− 1次元図形の面積 (n− 1次元体積)に高さを掛けたものに等しい. これは,

特別な形の n次行列式は n− 1次行列式の計算に帰着できることを意味している. 更に, カヴァリエ
リの原理を順次適用することで計算できる n次行列式の種類が増えていき, 最終的にはすべての行
列式の値が定められる. 実は, 行列式の実際の計算演習においても, これと同等のことを繰り返すこ
とになる.

ところで, 3次元の空間に住む我々が n次元の世界を想像する何か良い方
法はないだろうか. 右は, 原点 Oにおいて 3本の直線が互いに垂直に交わ
る様子を図示したものである. ただし, これは 2次元の平面に描かれた模式
的なものであり, 正確な図ではない. しかしながらこのことは, 3次元空間
において模式的に 4次元を見る方法があることを示唆している. 4次元空間
は座標軸が 4つあるから, 4本の直線が Oで互いに垂直に交わることがで
きる. この図においてそのような直線を 1本加えるにはどうすればよいか
考えてみよう.

O

物理学における第 4の次元とは時間のことであった. 時間の流れを記録したものの例として, 我々
は音楽や動画などを知っている. とくに動画には空間と時間の両方が記録されており, 4次元を理解
するには最良の例である. 映画のフィルムを 1枚ずつ重ねて束にしてみよう. これはフィルムと並行
な方向に空間 (2次元のフィルムに射影された 3次元空間)が広がっており, 束の重なる方向が時間を
表している. このことから 4次元の世界とは, フィルムのように薄っぺらくなった 3次元空間たちの
束を重ねた空間であると想像できる. したがって, 先の図における第 4の方向とは, 束が重なって高
くなる方向, すなわち, この紙面に垂直に鉛筆を立てた方向ということになる.

それでは, 5本の直線が互いに垂直に交わる 5次元の図を描くにはどうすればよいだろうか. それ
は先程の鉛筆を立てた状態, すなわち 4本の直線が垂直に交わった状態を写真に撮って印刷し, 4次
元空間を薄っぺらい空間とみなし, 写真が印刷された紙に垂直な方向に新たな鉛筆を立てればよい.

これを順次繰り返し, 我々は多次元空間の模式図を得る.� �
7.2 クラメルの公式

歴史的には, 行列式とは連立 1次方程式の解の公式を与えるための道具として生み出されたのであっ
た. そこで, 今度はこの方針をたどってみよう. 方程式の解が唯一であることはAが可逆であることと同
値であり (定理 6.2.2), 更に |A| ̸= 0と同値であることは先に述べた通りである.

簡単のため, 次の 2変数連立 1次方程式が唯一解を持つ場合を考える:

A :=

[
a b

c d

]
,

[
a b

c d

][
x1

x2

]
=

[
y1

y2

]
.

いま, Aは可逆としているから |A| = ad− bc ̸= 0, つまり a ̸= 0または c ̸= 0である. a ̸= 0の場合につ
いて拡大係数行列を簡約化してみよう. a ̸= 0ゆえ aで割り算ができることに注意すると,[

a b y1

c d y2

]
−→

[
1 b

a
y1
a

c d y2

]
−→

[
1 b

a
y1
a

0 d− bc
a

y2 − y1c
a

]
=

[
1 b

a
y1
a

0 ad−bc
a

ay2−y1c
a

]

=

[
1 b

a
y1
a

0
|A|
a

ay2−y1c
a

]
−→

[
1 b

a
y1
a

0 1 ay2−y1c
|A|

]
−→

[
1 0 y1

a
− ay2−y1c

|A|
b
a

0 1 ay2−y1c
|A|

]
.
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ここで, 上式の最後の (1, 3)-成分は

y1
a
− ay2 − y1c

|A|
· b
a
=
y1|A| − (ay2 − y1c)b

|A|a
=
y1(ad− bc)− (ay2 − y1c)b

|A|a

=
y1ad− y1bc− ay2b+ y1cb

|A|a
=
y1ad− ay2b
|A|a

=
y1d− y2b
|A|

.

以上より, 行列式の言葉で方程式の解を表すと次のようになる:

x1 =

∣∣∣∣∣ y1 b

y2 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣ a y1

c y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣
.

また, c ̸= 0の場合も同様の行基本変形により上の解を得る (各自確かめよ). 上の解の公式をクラメルの
公式という. 3変数の場合は次で与えられる:

定理 7.2.1 (クラメルの公式). 3次正方行列をA =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

とおく. |A| ̸= 0ならば連立 1次

方程式A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 x1

x2

x3

 =

 y1

y2

y3

の解は唯一であり, 次で表される:

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣
y1 a12 a13

y2 a22 a23

y3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
|A| , x2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 y1 a13

a21 y2 a23

a31 y3 a33

∣∣∣∣∣∣∣
|A| , x2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 y1

a21 a22 y2

a31 a32 y3

∣∣∣∣∣∣∣
|A| .

もちろん 4次以降についても同様の主張が成り立つ (証明は 13節で述べる). このように, 解の唯一性
の判別式として, そして解の公式を一言で述べるための関数として行列式は導入された. ただし, その定
義の複雑さから, 実際に解を求めるための公式としてはあまり適さないであろう.

7.3 微積分学における行列式

本節の最後に, 多変数の微積分学において比較的早い段階で学習する行列式の使用例について紹介す
る. 簡単のため 2変数の場合に限って述べるが, いずれも一般の n変数関数の議論にまで拡張されるもの
である. 証明を含めたそれらの詳細は, 解析系の講義に譲ろう.

• ヘッセ行列式

C2級関数 f : R2 → Rの極値判定において行列式が現れる. 1変数関数のときもそうであったよ
うに, 点 (a, b)における 1階の偏導関数がすべて 0だからといって, f(a, b)が極値を取るとは限ら
ない. 2変数関数の極値判定も 1変数の場合と同様に局所的に凸関数になるかどうかをテーラー
の定理の 2次の項を調べることでなされる. その具体的議論は省略するが, 次で定めるヘッセ行列
(Hessian matrix)の行列式 (これをヘッセ行列式 (Hessian)という):

Hf (a, b) :=


∂2f
∂x2 (a, b)

∂2f
∂x∂y (a, b)

∂2f
∂y∂x(a, b)

∂2f
∂y2 (a, b)

 , |Hf (a, b)| = fxx(a, b)fyy(a, b)− fxy(a, b)2
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の値によって判定される. C2級ゆえ fxy = fyxに注意せよ. なお, 3変数以上の場合は行列式の値
のみでは判定できず, 更にヘッセ行列の固有値12に関する議論が必要となる. ヘッセ行列式は, そ
の性質から判別式 (discriminant)とも呼ばれている.

• ヤコビ行列式

面積拡大率の意味において最も重要な例は積分の変数変換である. DおよびK を R2における長
方形で囲まれた集合とし, C1級関数による 1対 1写像

T : K → D, T (u, v) = (ϕ(u, v), ψ(u, v))

が与えられているとする. このとき, D上の 2変数関数 f : D → Rの重積分, すなわち xy-平面
(z = 0平面)上の長方形Dと曲面 z = f(x, y)で挟まれた図形の体積∫∫

D
f(x, y) dxdy

を変数変換によってK上の関数 f(T (u, v)) = f(ϕ(u, v), ψ(u, v))に関する積分として表したい. K

がDに写像される際の局所的な面積拡大率は各座標に関する偏微分によって次のように計算される:

JT (u, v) :=

 dϕ
du

dϕ
dv

dψ
du

dψ
dv

 , |JT (u, v)| =
dϕ

du

dψ

dv
− dϕ

dv

dψ

du
.

この JT (u, v)はヤコビ行列 (Jacobian matrix)と呼ばれ, |JT (u, v)|をヤコビ行列式 (Jacobian)

という. 変数変換による面積の拡大分を掛けることで次の置換積分公式を得る:∫∫
D
f(x, y) dxdy =

∫∫
K
f(ϕ(u, v), ψ(u, v))|J(u, v)| dudv.

なお, 上の公式はD,K がもっと一般の集合の場合 (例えば縦線形集合など)においても成り立つ.

12固有値は後期の講義で扱う.
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8 置換

行列式の定義への道は長く険しい. ここでは行列式の定義に必要となる置換について述べる. 置換と
はその名の通り置き変え, あるいは入れ替え方を意味する. 線形代数においては行列式の定義以外に置換
が現れることは稀であるが, 数学を記述する言葉として重要である. とくに, 群を説明する道具として初
等的役割を担う.

なお, 置換に関係する話題は組み合わせ論的な色彩が強く, 苦手意識を持つ読者も多いように思う. し
かしながら本論において置換は, 行列式の定義とその性質を調べる際に用いられるのみであり, それ以降
の行列式の実際の計算においては, 組み合わせ論的な素養の多くを必要とするわけではない. 苦手意識を
克服できずとも, 今後の線形代数の学習にあまり支障はないだろう.

8.1 置換の表示

n個の元からなる集合Xnを考える. ここで, X の構成要素は何でも構わないものの, 記述の簡素化の
ためXn := { 1, 2, · · · , n }とする.

定義 8.1.1. XnからXn自身への写像 σ : Xn → Xnにおいて, σ(1), · · · , σ(n)の中に重複がないとき σ

をXn上の置換という.

Xn上の置換 σにおいて, 文字列 σ(1), σ(2), · · · , σ(n)は 1から nまでの文字が重複なくすべて並んで
いる. したがって, σは 1対 1写像である.

例 8.1.2. 次で定める写像 σ : X3 → X3のうち (1), (2)は置換であり, (3)は置換でない.

(1)


1 7→ σ(1) = 2

2 7→ σ(2) = 3

3 7→ σ(3) = 1

, (2)


1 7→ σ(1) = 1

2 7→ σ(2) = 3

3 7→ σ(3) = 2

, (3)


1 7→ σ(1) = 3

2 7→ σ(2) = 3

3 7→ σ(3) = 2

.

σ(1)＝ k1, σ(2)＝ k2, · · · , σ(n) = knなる置換 σ : Xn → Xnを

σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)

と表す. ここで, 右辺の 2行目 k1, k2, · · · , knは文字列 1, 2, · · · , nを並び変えたものである. 置換の表記
は行列と区別がつかないため, 文脈でどちらを考えているのか留意すること.

例 8.1.3. σ =

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
とする. σは写像 σ : X4 → X4であるから, X4 = { 1, 2, 3, 4 }の各元を

代入できる. その値は, σ(1) = 3, σ(2) = 1, σ(3) = 4, σ(4) = 2である. 紙面に余裕があるならば, これ
らを次のように書いてもよい:(

1 2 3 4

3 1 4 2

)
(1) = 3,

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
(2) = 1,(

1 2 3 4

3 1 4 2

)
(3) = 4,

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
(4) = 2.

置換の表示を扱いやすくするために, 次の表示の仕方を許すとする.

• 置換の表し方は上下の対応のみが本質的であり, 列の並び順はあまり重要ではない. そこで, 列を
入れ替えた書き方を許すとする. これによって, 後で定める逆置換の定義が簡明になる.
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• σで動かない元 (σ(i) = iなる iのこと)に対応する列は省略してもよいとする. これは後で定める
巡回置換の表記を見やすくするための措置である.

以上二つの表示の仕方を認めると, 次で表示された置換はすべて同じ写像を表す:

σ =

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
=

(
2 4 1 3

2 1 3 4

)
=

(
1 3 4

3 4 1

)
.

また, 次の二つの置換 σ : X4 → X4および τ : X3 → X3の区別がつかなくなる:

σ =

(
1 2 3 4

3 2 1 4

)
, τ =

(
1 2 3

3 2 1

)
.

そこで, m > nのとき, 置換 σ : Xn → XnはXm上の置換でもあると考える. すなわち i > nについて
σ(i) = iとなる置換 σ : Xm → Xmと見なす.

8.2 置換の積

二つの置換 σ, τ ;Xn → Xnに対して, これらの合成 σ ◦ τ もまた置換となる. これを置換どうしの積演
算とみなし, στ と書く. すなわち, στ := σ ◦ τ .

例 8.2.1. σ =

(
1 3 4

4 1 3

)
, τ =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
のとき,

στ(1) = σ(τ(1)) = σ(2) = 2, στ(2) = σ(3) = 1,

στ(3) = σ(4) = 3, στ(4) = σ(1) = 4,

となるから, στ =

(
1 2 3 4

2 1 3 4

)
=

(
1 2

2 1

)
である. なお, σの上段が τ の下段と同じ並びになるよ

う並び変えておくと, 合成の計算が簡単になる. σ =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
=

(
2 3 4 1

2 1 3 4

)
であり, τ と

σを縦に並べると

τ =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
,

σ =

(
2 3 4 1

2 1 3 4

)
.

ここで真ん中の二段を消して, στ =

(
1 2 3 4

2 1 3 4

)
を得る.

例 8.2.2. σ =

(
2 4 9

4 9 2

)
, τ =

(
3 6 7 8

8 3 6 7

)
のとき στ = τσである. このように, 二つの置換

σ, τ の表示において, 同じ文字が一つも重複しないとき στ = τσが成り立つ.

次の二つの概念は, 本来は写像に関する一般論において定められるものである. ここでは置換の積演算
と関連して, 次の呼び方を与える:

定義 8.2.3. • どの元も動かさないXn上の恒等写像

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
を恒等置換 (または単位置

換)と呼び, これを idXn で表す. また, 定義域Xnに誤解がない場合はこれを略して idと書く.
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• 置換 σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
の逆写像

(
k1 k2 · · · kn

1 2 · · · n

)
を σの逆置換と呼び σ−1で表す.

• n ∈ Nについて, σの n回の合成 σ ◦ · · · ◦ σを σnと書く. (σ−1)nを σ−nと書く.

逆置換は, 置換の表示において行を入れ替えることによって得られる. ゆえに (σ−1)
−1

= σである. ま
た, σσ−1 = id = σ−1σもすぐに分かる.

8.3 巡回置換

定義 8.3.1. Xnの元のうち k1, k2, · · · , kr 以外の元は動かさず, σ(k1) = k2, σ(k2) = k3, · · · , σ(kr−1) =

kr, σ(kr) = k1 と順にずらす置換

(
k1 k2 · · · kr−1 kr

k2 k3 · · · kr k1

)
を巡回置換といい, これを省略して

(k1, k2, · · · , kr)と書く. また, 二つの文字からなる巡回置換 (i, j)を互換という.

巡回置換を省略して書くのは, 同じ文字を何度も書く手間を省くためである. いま, 置換の表示の仕方
がいくつも提示され, ここで錯綜する読者も多いように思う. 様々な表記法があっても, 基本は最初に述
べた表示に戻って考えるようにすれば誤解は少なくなるであろう.

例 8.3.2. • 次の巡回置換はすべて同じ置換を意味する:

(2, 5, 3) = (5, 3, 2) = (3, 2, 5) =

(
2 3 5

5 2 3

)
.

• 上の置換に各元を代入した値は次の通りである:

(2, 5, 3)(1) =

(
2 3 5

5 2 3

)
(1) = 1, (2, 5, 3)(2) = 5, (2, 5, 3)(3) = 2,

(2, 5, 3)(4) = 4, (2, 5, 3)(5) = 3, (2, 5, 3)(6) = 6.

• (k1, k2, · · · , kr)−1 = (kr, kr−1, · · · , k2, k1). 特に (i, j)−1 = (j, i) = (i, j).

練習 8.3.3. σ : X5 → X5を σ := (3, 2, 4)(2, 3, 5)で定める. このとき, σを

(
1 · · · n

k1 · · · kn

)
の形で表

せ. また, この σは巡回置換であるか.

答え. X5の各元を代入して確認する.

σ(1) = (3, 2, 4)(2, 3, 5)(1) = (3, 2, 4)(1) = 1, σ(2) = (3, 2, 4)(2, 3, 5)(2) = (3, 2, 4)(3) = 2,

σ(3) = (3, 2, 4)(2, 3, 5)(3) = (3, 2, 4)(5) = 5, σ(4) = (3, 2, 4)(2, 3, 5)(4) = (3, 2, 4)(4) = 3,

σ(5) = (3, 2, 4)(2, 3, 5)(5) = (3, 2, 4)(2) = 4.

したがって, σ =

(
1 2 3 4 5

1 2 5 3 4

)
= (3, 5, 4). ゆえに σは巡回置換である.

複雑な事象をより単純なものに分解して考えることは科学の基本である. これを置換の場合にも適用
し, 任意の置換をより単純な置換に分解する方法を考える.

命題 8.3.4. 任意の置換は互いに文字を共有しない巡回置換の積に分解される.
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Proof. σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
において確かめよう13. まず1にσをほどこし続けるとどのように

移り変わるか, すなわち数列 am := σm(1)がどう動くかを見る. すると, 1 7→ 4 7→ 2 7→ 1 7→ 4 7→ 2 7→ · · ·
と繰り返される. どうして繰り返されるのか説明しよう. Xnは有限集合ゆえ数列 amはどこかで重複する
元が現れる. つまり σk(1) = σℓ(1) = iなる二つの自然数 k > ℓが見つかる. このとき σk−ℓ(1) = 1である.

何故なら, 置換 σℓにXnの元である 1および σk−ℓ(1)を代入すると, いずれも iになり, σℓ(1), · · · , σℓ(n)
の中に重複はないゆえ σk−ℓ(1) = 1でなければならない. いま, 数列 amにおいて少なくとも k− ℓ項目ま
でに 1が現れることが分かった. そして, amに初めて 1が現れた項より先について, amは巡回し続ける.

さて, 1に σを繰り返しほどこしたときの動きは巡回置換 (1, 4, 2)の働き方と同じである. 次に 1, 4, 2に
現れなかった文字, 例えば 3について同様に移動の仕方を見てみると 3 7→ 6 7→ 5 7→ 7 7→ 3 7→ · · · を得る.

これは巡回置換 (3, 6, 5, 7)と同じ働きをしている. このとき, 二つの集合A = {1, 4, 2}とB = {3, 6, 5, 7}
の間には重複する元は一つもない. これは何故だろうか. その理由を詳しく考察しよう.

Aの元は am = σm(1)なる元の集まりであり, B の元は bm = σm(3)なる元の集まりであった (た
だし m ∈ N). 仮に A,B の両方に含まれる元 xがあるとすれば, x = ai = bj と書ける. このとき
x = σj(3)より 3 = σ−j(x)である. 一方, 各 am (m ∈ N)について σ−1(am) ∈ Aが成り立つ. 実際,

σ−1(am) = σ−1(σm(1)) = σm−1(1) = am−1 ∈ Aである (ここで a0 = 1とする). 特に, aiに σ−1を j回
施すことで σ−j(ai) ∈ Aを得る. ところが, 3 = σ−j(x) = σ−j(ai) ∈ Aとなってしまい, これはAに現れ
ない元として 3を取ってきたことに反する. 以上より, A,Bに重複する元はない.

まだXnの文字が出つくしていない場合は, そのような文字の移動の仕方を順次見ていく. すると, Xn

の各元が σによる動き方で重複なく分類されることが分かる. いまの例では { 1, 4, 2 }と { 3, 6, 5, 7 }の
二つに分類される. このとき, σ = (1, 4, 2)(3, 6, 5, 7)と分解されることはすぐに分かる.

命題 8.3.5. 巡回置換について, (k1, k2, · · · , kr) = (k1, kr)(k1, kr−1) · · · (k1, k2).

上の命題の右辺は, 文字列 k1k2 · · · krを文字列 k2 · · · krk1に入れ替える次の操作を意味している:

k1k2 · · · kr
(k1,k2)←→ k2k1k3 · · · kr

(k1,k3)←→ · · · (k1,kr−1)←→ k2 · · · kr−1k1kr
(k1,kr)←→ k2 · · · krk1.

ここで, 記号
(ki,kj)←→ は文字 kiと文字 kj の入れ替えを表す.

命題 8.3.4および 8.3.5より直ちに次を得る:

系 8.3.6. 任意の置換は互換の積に分解される.

練習 8.3.7. σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
を互換の積に分解せよ.

答え. (
1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
= (1, 4, 2)(3, 6, 5, 7) = (1, 2)(1, 4)(3, 7)(3, 5)(3, 6).

8.4 置換の符号

定義 8.4.1. 置換 σがm個の互換の積で表されるとき, sgn(σ) := (−1)mと定め, これを σの符号とい
う. sgn(σ) = 1なる置換 σを偶置換, sgn(σ) = −1なる置換 σを奇置換という. また, 単位置換 idは偶置
換であると約束する. 実際, n ≥ 2ならば idXn = (1, 2)(1, 2)ゆえ偶数個の互換の積に分解する.

次の例 (練習 8.3.3と同じ置換)からも分かるように, 置換の互換の積への分解は一意的ではない.

(3, 2, 4)(2, 3, 5) = (3, 4)(3, 2)(2, 5)(2, 3) = (3, 4)(3, 5).

13本来ならば一般の置換に対して証明すべきことである. しかし, 議論があまりに抽象的過ぎて読者の理解が得られなければ
意味がない. そこで, 一般の置換に対する証明が再構成できるような議論を想定しながら, ここでは特別な置換を例に挙げて論
じた.
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したがって, σが奇数個の互換の積で表せ, 更に偶数個の互換の積でも表せるとなると, σの符号を定め
ることはできない. しかしながら, このようなことは起こらず, 置換を互換の積で表した際の互換の個数
の偶奇は必ず一致することが知られている. この事実の証明にはいくつか道具が必要となるゆえ, 次節に
まわそう.

命題 8.4.2. Xn上の置換 σ, τ について sgn(στ) = sgn(σ) · sgn(τ).

Proof. σが k個, τ が ℓ個の互換の積で表されるとすれば, στ は k + ℓ個の互換の積で書ける. ゆえに
sgn(στ) = (−1)k+ℓ = (−1)k(−1)ℓ = sgn(σ) · sgn(τ).

Xn上の置換全体のなす集合をSnと書き, これを n次対称群という. Snの元のうち偶置換のみをすべ
て集めた集合を Anと書き, これを n次交代群という. Snの元の個数はいくつだろうか. 置換の表示を(

1 · · · n

k1 · · · kn

)
の形のみに限定すると, 置換の総数は n個の文字による列 k1k2 · · · knの総数に一致す

る. ゆえにSnの元の総数は n! = n(n− 1)(n− 2) · · · 3 · 2 · 1個である. 例えばS4の元の個数は 4! = 24

個である. n ≥ 2について, Anの個数はSnの元の個数のちょうど半分だけある. この事実は後で示す
(命題 12.2.2).

例 8.4.3.

S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)}
= { id, (2, 3), (1, 2), (1, 2, 3) = (1, 3)(1, 2), (1, 3, 2) = (1, 2)(1, 3), (1, 3) } .

A3 = { id, (1, 3)(1, 2), (1, 2)(1, 3) } .

練習 8.4.4. 次を示せ.

(1) 置換 σ, τ について, τσ = id⇐⇒ τ = σ−1.

解答例: (⇒) : τσ = idとする. この両辺に右から σ−1を合成すると

τ(σσ−1) = idσ−1

τ id = σ−1

τ = σ−1.

(⇐) : 逆置換の定義より明らかである.

(2) 置換 σが ℓ個の互換の積で書けるならば, σ−1も ℓ個の互換の積で書ける.

解答例: σが ℓ個の互換 σ = (p1, q1)(p2, q2) · · · (pℓ, qℓ)に分解されているとする. このとき,

τ := (pℓ, qℓ) · · · (p2, q2)(p1, q1)

とおけば, τ = σ−1であることが次の計算により確かめられる:

τσ = (pℓ, qℓ) · · · (p2, q2)(p1, q1) · (p1, q1)(p2, q2) · · · (pℓ, qℓ)

= (pℓ, qℓ) · · · (p2, q2) · id · (p2, q2) · · · (pℓ, qℓ)
= (pℓ, qℓ) · · · (p2, q2) · (p2, q2) · · · (pℓ, qℓ) = · · · = (pℓ, qℓ)(pℓ, qℓ) = id .

ゆえに (1)より τ = σ−1である.
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発展 (対称性と群)� �
本節の最後に群という言葉が出てきた. 群とは対称性を記述する数学用語である. 群の厳密な定

義はこのコラムの最後に述べるとして, その前に対称性とは何かについて再考しよう.

一般に, いくつかの物事において, それらが何らかの立場において対等であるとき, それらの関係
は対称であると言われる. 対称と聞いてすぐに思いつく事象は線対称や点対称など図形的・視覚的
なものであろう. しかし視覚に訴えない対称性もある. 例えば, 式 x2 + xy + y2 + zwにおいて変数
xと yは対称である. 何故なら, xと yを入れ替えると y2 + yx+ x2 + zwとなり, 式の見た目は変化
するものの, この式はもとの式と同じ意味を表すからである. 同様に zと wは対称であり, xと zは
対称でない. また, “対”という字から対称とは二物の間のみの関係と思われがちであるが, そうでは
ない. 例えばジャンケンを考えよう. ジャンケンで出す二つの手の間には勝ち負けの関係があり, こ
れらは対等ではない. しかしながら三つの手の間の関係という意味で, これらの立場は対等であり,

したがってジャンケンの手は対称であると考えられる.

さて, これらに共通する性質は何であろうか. それは立場を入れ替えても本質的な変化が無いとい
うことである. そこで数学や物理においては, ある構造が与えられた対象に対して, その構造が変化
しない入れ替え, およびそうした入れ替えの性質のことを対称性と呼んでいる. 例えば原点において
点対称な平面上の図形は, ベクトルの−1倍によってお互いが入れ替わる. また, 式 x2+xy+y2+zw

においては, 式の意味が変わらないような変数の入れ替えを考えていた. ジャンケンにおいても同様
である. 命題「AはBに勝ち, Bは C に勝ち, C はＡに勝つ」が成り立つようA,B,C にそれぞれ
ジャンケンの手を対応させる. このとき, この命題が成立し続けるようなA,B,Cの入れ替えがジャ
ンケンの対称性を記述する. なお, 対称性とは入れ替えの総数のみを考えるのではなく, 入れ替えの
相互関係についても考慮する概念である.

簡単な数学的構造の対称性は置換を用いて記述することができる. そこで具体的な図形の対称性を
列挙してみよう. 始めに正三角形ABC を例にとろう. △ABC の頂点を別の頂点へ移動させて再び
正三角形を得る操作を考える. 例えば△ABCを 120◦回転させると頂点A,B,CはそれぞれB,C,A

に移動する. この置き替えは巡回置換 (A,B,C)に相当している. また, 頂点Aを動かさないで裏表
を反転させる操作は頂点B,C の入れ替えを意味し, これは互換 (B,C)に相当する.

A

C B

(B,C)

A

B C

(A,B,C)

120
◦

C

A B

他に考えられる操作は 240◦回転に相当する巡回置換 (A,C,B), 360◦回転 (結果的にこれは頂点を全
く動かさない操作 idに等しい), B,Cのいずれかを固定した反転に相当する互換 (A,C)および (A,B)

であり, 次の計 6つである.

{ id, (B,C), (A,B), (A,B,C), (A,C,B), (A,C) }

なお, 逆の操作, 例えば 120◦回転の逆の操作として −120◦回転が考えられる. しかし, これは 240◦

回転と結果が等しいから既に数え上げている. また, 120◦回転の後に元々Aのあった位置で頂点を
固定して反転するという操作も考えられるが, この操作を全体として見ると結局, 頂点 A,C の入れ
替えに過ぎず, したがってこれも数え上げている. ここで, 操作の組み合わせと置換の合成が対応し
ていること (B,C)(A,B,C) = (A,C)に注意したい. 正三角形における頂点の移動は上の 6種類で
全てつくしている. 実際, 文字 A,B,C を文字 1, 2, 3に置き換えれば, いま考えている置換の集合は
S3に等しく, 頂点の入れ替えをこれ以上考えることは出来ない. 以上の考察により, 正三角形の対
称性は 3次対称群で与えられることが分かった.� �
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� �
同様の考察を 1, 2, 3, 4を頂点にもつ正方形に対して行ってみよう. たとえば互換 (1, 2)は正方形を

不変にする入れ替えではない.

1

2 3

4

(1, 2)

2

1 3

4

何故なら, 頂点 1と 2のみを入れ替えると, 図形 1, 2, 3, 4は正方形でなくなるからである. このよう
な置換に注意して正方形の対称性を列挙すると, S4の元のうち次の計 8つに数え上げられる:

{動かさない, 上下反転, 左右反転, 対角線 2-4を軸に反転,

対角線 1-3を軸に反転, 90◦回転, 180◦回転, 270◦回転 },
= { id, (1, 2)(3, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 3), (2, 4), (1, 2, 3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4, 3, 2) }.

ちなみに円や球には対称性が無限にあり, 置換を用いて記述するのは難しい. これらの対称性は, 行
列式が 1なる n次直交行列全体 SO(n)で記述されることを後で学ぶだろう. 図形以外の対称性はど
うだろうか. 式 x2 + xy+ y2 + zwの対称性は { id, (x, y), (z, w), (x, y)(z, w) }で与えられ, ジャン
ケンの対称性は { id, (1, 2, 3), (1, 3, 2) }となる. なお, 線形代数学で主に扱う構造は線形空間の構造
である. Rnにおける線形空間の構造を変えない変換の全体は, n次可逆行列全体GL(n)と同一視さ
れ, これを一般線形群と呼ぶ.

このような “構造を変えない入れ替え全体” を抽象的に記述する言葉として, 群と呼ばれる代数
構造が生みだされた. 集合Gの各元の間に演算 (演算記号はドット ·で表すか, あるいは省略するこ
とが多い)および単位元と呼ばれる特別な元 e ∈ G与えられており, 次の条件を満たすときGを群
(group)という:

(1) 各 g ∈ Gについて g · e = e · g = g,

(2) 各 g ∈ Gに対して, 次を満たす逆元 g−1が存在する: g−1 · g = g · g−1 = e,

(3) 各 g, h, f ∈ Gに対して, (g · h) · f = g · (h · f)が成り立つ.

すなわち, (1)何も入れ替えない操作 eがあり, (2)各入れ替え gに対してそれを元に戻す逆の入れ替
え g−1が定まっており, (3)操作の組み合わせに関して結合律が満たされることを上の定義は述べて
いる.

対称群や交代群, あるいはこれまで挙げてきた対称性を記述する置換の集合は, idを単位元とし,

写像の合成を演算とする群である. また, GL(n)は単位行列 Enを単位元とし, 行列の積を演算とす
る群である. 整数全体 Zは, 0を単位元とし, 足し算を演算とする群である. このように, 群は数学の
いたるところに溢れている.� �
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9 置換の符号について

本節では, まずはじめに前節で定めた置換の符号の定義に矛盾がないこと, すなわち, 置換を互換の積
に分解する際における互換の個数の偶奇が分解の仕方によらないことを示す. 次に, 置換を文字列の並び
替え操作であると考え, この立場から互換の積への分解について再考する. そこでは転倒数と呼ばれる数
が導入され, その議論を通してより単純な互換による分解が与えられる.

一方, 転倒数を用いることで, 置換の符号を別の視点から定義する方法がある. これは互換の積への分
解の仕方をあらかじめ一つだけ定めておくことにより, その偶奇によって符号を定めるという方法であ
る. そこで, こちらの方向で定義した符号が従来の性質を満たすことを再確認しておく. この方法の利
点は, 置換を文字列とみなすことで, 置換の詳細を語らずとも次節の冒頭で行列式が定められることにあ
る. 置換を苦手とする初学者への, ある種の教育的配慮ともいえるだろう.

なお, 符号の定義に矛盾が無いと根拠なく盲信する者にとって, 本節の 9.1項は不要である. また, 9.2

項以降で述べることは置換に関する補足事項といった意味合いが強く, 線形代数の議論を進める上で必
ずしも必須の内容というわけではない. あえて述べたのは次の二つの理由による. 一つは参考書の違い
により符号の定義が違っても読者が迷わずに済むための配慮である. もう一つは, 数学を応用する立場か
ら見ても文字列の並び替えは基本的な考え方・道具となりうるからである. 本論は線形代数学の理論の
習得を目指すために書かれているが, 必ずしもそれだけに目的を絞っているわけではない.

9.1 符号の正当性

置換 σ ∈ Snに対して, 次の数を考える:

s(σ) :=
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

.

例 9.1.1. (1) σ = (1, 2)(3, 4) ∈ Snとすれば,

s(σ) =
σ(2)− σ(1)

2− 1
· σ(3)− σ(1)

3− 1
· σ(4)− σ(1)

4− 1
· σ(3)− σ(2)

3− 2
· σ(4)− σ(2)

4− 2
· σ(4)− σ(3)

4− 3

=
1− 2

2− 1
· 4− 2

3− 1
· 3− 2

4− 1
· 4− 1

3− 2
· 3− 1

4− 2
· 3− 4

4− 3
= 1.

(2) 恒等置換 id ∈ Snにおいて, s(id) =
∏

1≤i<j≤n

j − i
j − i

= 1.

s(σ)が符号を意味することをこれから見ていく14. さて, s(σ)が±1の値しか取らないことはほとんど
明らかであるが, 念のため確認しておこう.

補題 9.1.2. s(σ) = 1または s(σ) = −1.

Proof. k < ℓとしよう. このとき, s(σ)の定義式の分母において 1回だけ ℓ − kが現れている. また, 分
子においても, σ−1(ℓ)と σ−1(k)のどちらが大きいかは分からないが, σ(σ−1(ℓ))− σ(σ−1(k)) = ℓ− kあ
るいは σ(σ−1(k))− σ(σ−1(ℓ)) = k − ℓ のうちいずれか一方が 1回だけ現れる. したがって, 分母 (ℓ− k
または k − ℓ)と分子 (ℓ− k)が相殺されて 1または−1となる. このようなことがすべての項の分母・分
子について言えるため, 結局, 上の式は 1または−1のいずれかのみを取り得る.

次は命題 8.4.2を s(σ)の言葉で言い換えたものに相当している.

補題 9.1.3. 置換 σ, τ ∈ Snについて s(τσ) = s(τ)s(σ).

14したがって, s(σ)でもって置換の符号を定義してもよいことが分かる.
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Proof. 次のように計算できる.

s(τσ) =
∏

1≤i<j≤n

τσ(j)− τσ(i)
j − i

=

 ∏
1≤i<j≤n

τσ(j)− τσ(i)
σ(j)− σ(i)

 ∏
1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i



=

 ∏
1≤i<j≤n,
σ(i)<σ(j)

τ(σ(j))− τ(σ(i))
σ(j)− σ(i)

∏
1≤i<j≤n,
σ(j)<σ(i)

τ(σ(j))− τ(σ(i))
σ(j)− σ(i)

 · s(σ)

=

 ∏
1≤i<j≤n,
σ(i)<σ(j)

τ(σ(j))− τ(σ(i))
σ(j)− σ(i)

∏
1≤i<j≤n,
σ(j)<σ(i)

τ(σ(i))− τ(σ(j))
σ(i)− σ(j)

 · s(σ)
↑二つ目の

∏
において, 分母・分子それぞれに−1を掛けた

=

 ∏
1≤k<ℓ≤n

τ(ℓ)− τ(k)
ℓ− k

 · s(σ) = s(τ)s(σ).

↑この等式については後述

ここで, 最後から二つ目の等式は次の理由による: 1から nの中にある二つの数の組 i < jすべてを重複
なく動かすとき, k = min{σ(i), σ(j)}および ℓ = max{σ(i), σ(j)}とおくと, 組 k < ℓも 1から nの中を
重複なくすべて動く. ゆえにこれらは同じ積を考えている.

上の補題を有限回適用することで, 置換 σ1, · · · , σnについて s(σ1, · · · , σk) = s(σ1) · · · s(σk)を得る.

補題 9.1.4. 1 ≤ k < ℓ ≤ nとする. 互換 σ = (k, ℓ) ∈ Snについて s(σ) = −1.

Proof. s(σ)に現れる各項を, いくつかの場合に分けよう. まず, k, ℓが絡まない場合と絡む場合に分け
て, さらに k, ℓと絡む場合を i = kかつ j = ℓの場合, そしてそれ以外の場合に細かく分ける. 次の分類
は i < jなる組すべてを重複なく分類している.

• i ̸= k, ℓかつ j ̸= k, ℓの場合,

• i = kかつ j = ℓの場合,

• i = kであり j ̸= ℓの場合, このとき k < j ≤ nかつ j ̸= ℓ,

• i = ℓであり j ̸= kの場合, このとき ℓ < j ≤ n,

• j = kであり i ̸= ℓの場合, このとき 1 ≤ i < k,

• j = ℓであり i ̸= kの場合, このとき 1 ≤ i < ℓかつ i ̸= k.
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このように s(σ)に現れる各項を分類して計算すると次のようになる:

s(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)
j − i

=

 ∏
1≤i<j≤n,

i̸=k,ℓ, j ̸=k,ℓ

σ(j)− σ(i)
j − i

(σ(ℓ)− σ(k)ℓ− k

)
 ∏

k<j≤n,
j ̸=ℓ

σ(j)− σ(k)
j − k


 ∏

ℓ<j≤n

σ(j)− σ(ℓ)
j − ℓ

 ∏
1≤i<k

σ(k)− σ(i)
k − i


 ∏

1≤i<ℓ,
i̸=k

σ(ℓ)− σ(i)
ℓ− i



=

 ∏
1≤i<j≤n,

i̸=k,ℓ, j ̸=k,ℓ

j − i
j − i

(k − ℓℓ− k

)
 ∏

k<j≤n,
j ̸=ℓ

j − ℓ
j − k


 ∏

ℓ<j≤n

j − k
j − ℓ

 ∏
1≤i<k

ℓ− i
k − i


 ∏

1≤i<ℓ,
i̸=k

k − i
ℓ− i


= 1 · (−1) ·

 ∏
k<j<ℓ

j − ℓ
j − k

( ∏
k<i<ℓ

k − i
ℓ− i

)
= −1 ·

 ∏
k<j<ℓ

j − ℓ
j − k

( ∏
k<i<ℓ

i− k
i− ℓ

)

= −1 ·

 ∏
k<p<ℓ

p− ℓ
p− k

 ∏
k<p<ℓ

p− k
p− ℓ

 = −1.

↑変数を置き換えた

定理 9.1.5. 置換を互換の積に分解する際における互換の個数の偶奇は分解の仕方によらない.

Proof. 置換 σが k個の互換 σ1, · · · , σkの積に分解できるとすれば, 先の二つの補題から

s(σ) = s(σ1 · · ·σk) = s(σ1) · · · s(σk) = (−1)k

を得る. ゆえに, σが偶数個の置換の積でも奇数個の置換の積にも分解できると仮定すると, s(σ) = 1か
つ s(σ) = −1, つまり 1 = −1が示され, しかしこれは起こり得ない. したがって互換の個数の偶奇は一
意的である.

上の定理の証明から直ちに次を得る.

系 9.1.6. 置換 σについて sgn(σ) = s(σ).

9.2 文字列の並び替え

さて, 置換とは文字列を並べ替える操作とも考えられる. これを少し詳しく見てみよう. Xn上の置換
σを一つ固定する. n個の文字を重複なく並べた任意の文字列 l1 · · · lnを別の文字列に並べ替える操作を
考える. ここで, σに対応する並べ替えとは何かを考えよう. その対応のさせ方は幾つかあり, とくに自
然と思われるのは次の 2種類の方法である. この二つの方法を混同しないよう注意を促すことがこの項

の目的である. ここでは具体的な σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
を通して, 置換 σがどういう並び替え

を与えるか説明しよう.
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(1) 文字 iのあった場所に文字 σ(i)を並べる操作とみなす.

上の σを例にとれば, 文字 1のあった場所に文字 4を置き, 文字 2のあった場所に文字 1を置き,

· · · , 文字 7のあった場所に文字 3を置く並べ替えになる. したがって, これは文字列 1234567を文
字列 4162753に並べ替える操作である. 抽象的に言えば, 文字列 l1 · · · lnを文字列 σ(l1) · · ·σ(ln)に
並べ替える操作である.

(2) 第 i列目にあった文字を σ(i)列目に移動させる並べ替え操作とみなす.

上の σを例にとれば, 第 1列目あった文字を 4列目に置き, 第 2列目にあった文字を 1列目に置き,

· · · , 第 7列目にあった文字を 3列目に置くことを意味する. したがって, 文字列 l4l1l6l2l7l5l3を文
字列 l1l2l3l4l5l6l7に並べ替える操作, とくに文字列 4162753を文字列 1234567に並べ替える操作で
ある. また, この操作について文字列 1234567を並び変えると 2471635となる. これを抽象的に述
べるのはやや難しく, しいて言えば文字列 lσ(1) · · · lσ(n)を文字列 l1 · · · lnに並べ替える操作, あるい
は文字列 l1 · · · lnを文字列 lσ−1(1) · · · lσ−1(n)に並べ替える操作となる.

上の二つの並べ替え方を念頭におきながら, 置換を互換の積に分解する方法について再考してみよう.

文字列 123 · · ·nにおいて, 隣り合う二つの文字の入れ替えのみを繰り返して任意の文字列 k1k2k3 · · · kn
に変形する操作を考える. 例えば, まず文字 k1を先頭まで移動させ, 次に文字 k2が 2列目になるよう移
動させ · · · という操作を繰り返していけばよい.

まずは (1)の立場での入れ替えを検討する. 文字列 1234567を 4162753に変えるには次のような入れ
替えを行えばよい.

(♮) 1234567
(3,4)←→ 1243567

(2,4)←→ 1423567
(1,4)←→ 4123567

(5,6)←→ 4123657

(3,6)←→ 4126357
(2,6)←→ 4162357

(5,7)←→ 4162375
(3,7)←→ 4162735

(3,5)←→ 4162753.

ここで, 記号
(i,j)←→は文字 iと文字 jを入れ替える変形, すなわち (1)の意味で互換 (i, j)に対応する文字

列の入れ替えを意味する. したがって, σは上の変形を合成した互換の積に分解される:(
1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
= (3, 5)(3, 7)(5, 7)(2, 6)(3, 6)(5, 6)(1, 4)(2, 4)(3, 4).

このとき隣り合う列の入れ替えは何回行われるのだろうか. いまの入れ替えにおいて文字 kiを i列目に
移動させるために行った入れ替えの回数は, ki+1, · · · , knの中にある kiより小さな数の個数に一致して
いる. ゆえに, 入れ替えの総数は次の inv(k1, · · · , kn)で与えられる:

inv(k1, · · · , kn) : =
n∑

i=1

(
ki+1, · · · , knのうち kiより小さな数の個数

)
,

= i < jかつ ki > kj を満たす組 (i, j)の総数.

例えば inv(4, 1, 6, 2, 7, 5, 3) = 3+ 0+ 3+ 0+ 2+ 1 = 9であり, 確かに σは 9つの互換の積に分解されて
いる. inv(k1, · · · , kn)は転倒数 (inversion number)と呼ばれる.

次に (2)の立場において文字列の入れ替えをしてみよう. σ による文字列の入れ替えは, 4162753を
1234567に入れ替える操作であった. すなわち, 先程の各変形を順次逆に辿っていくことに他ならない.

(♯) 4162753
(6,7)←→ 4162735

(5,6)←→ 4162375
(6,7)←→ 4162357

(3,4)←→ 4126357

(4,5)←→ 4123657
(5,6)←→ 4123567

(1,2)←→ 1423567
(2,3)←→ 1243567

(3,4)←→ 1234567.

ここで, いま (2)に対応する文字の入れ替えを考えているから, 変形 (♯)における記号
(i,j)←→は i列と j列

を入れ替える互換を指していることに注意する. これら各々の列の入れ替えの合成が σであり, ゆえに次
を得る: (

1 2 3 4 5 6 7

4 1 6 2 7 5 3

)
= (3, 4)(2, 3)(1, 2)(5, 6)(4, 5)(3, 4)(6, 7)(5, 6)(6, 7).
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以上は一般の置換においても成立し, とくに (2)の立場から眺めることで次を得る:

定理 9.2.1. 任意の置換

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
は (i, i+1)なる形の inv(k1, · · · , kn)個の互換の積に分解

される.

9.3 転倒数による符号の定義

転倒数を用いても置換の符号が定まることを見ておこう. すなわち, 置換 σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
に対して s̃を次で定める:

s̃(σ) := (−1)inv(k1,··· ,kn).

既に我々は定理 9.1.5および 9.2.1を得ているから, 上の s̃(σ)が sgn(σ)に一致することは分かってい
る. しかしながら, これらの知識を仮定せずとも符号における最も重要な性質である命題 8.4.2が直接得
られることを示そう.

例 9.3.1. (1) 恒等置換 id ∈ Snにおいて, s̃(id) = (−1)inv(1,··· ,n) = (−1)0 = 1

(2) 互換 σ = (i, j) (ただし i < j)について s̃(σ)を計算しよう. σは

σ =

(
1 · · · i− 1 i i+ 1 · · · j − 1 j j + 1 · · · n

1 · · · i− 1 j i+ 1 · · · j − 1 i j + 1 · · · n

)
.

と書ける. また文字列Z = 1, · · · , i− 1, j, i+1, · · · , j − 1, i, j +1, · · · , nの転倒数を数えると, jよ
り右側にある j未満の数は (j − i)個. i < ℓ < jなる ℓについては, ℓの右側にある ℓ未満の数は i

のみであり, このような ℓは全部で (j − i− 1)個ある. また, これら以外の文字については数えな
くてよいゆえ inv(Z) = (j − i) + (j − i− 1) = 2(j − i)− 1. これは奇数である. ゆえに s̃(σ) = −1.

補題 9.3.2. 置換 σ ∈ Snおよび互換 τ に対して, s̃(στ) = −s̃(σ).

Proof. σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
, τ = (i, j)と置く (ただし i < j). このとき, στ の表示は次のように

なる:

στ =

(
1 · · · i− 1 i i+ 1 · · · j − 1 j j + 1 · · · n

k1 · · · ki−1 kj ki+1 · · · kj−1 ki kj+1 · · · kn

)
.

二つの文字列X = k1, · · · , knと Y = k1, · · · , ki−1, kj , ki+1, · · · , kj−1, ki, kj+1, · · · , knにおける転倒数の
差 inv(Y )− inv(X)を計算する. 転倒数とは, 各文字の右側にある自分より小さな数の個数の総数であっ
たから, inv(X)および inv(Y )におけるそれぞれの和に関する各項の違いは kiと kj の間にある文字 kℓ

(i ≤ ℓ ≤ j)においてしか現れない. 文字列X を Y に変えたときに, 文字 kℓの右側にある kℓより小さい
数の個数がどれだけ変化するか見積もると次のようになる.

(i) kiについて.

ki > kpを満たす p (ただし i < p ≤ j)の個数ぶんだけ減る. 今の議論において kj は特別な文字で
あるから個別に考えることにして, ki > kpを満たす p (i < p < j)の個数を a個とし, ki > kj な
らば x = 1, ki < kj ならば x = 0とおく. すると ki > kpを満たす p (i < p ≤ j)の個数は a+ x個
であり, 個数の変化としては−(a+ x)となる.

(ii) kj について

kp < kj を満たす p (ただし i ≤ p < j)の個数ぶんだけ増える. 上と同様の考えで, kp < kj を満た
す p (i < p < j)の個数を b個とし, ki < kj ならば y = 1, ki > kj ならば y = 0とおく. すると
kp < kj を満たす p (i ≤ p < j)の個数は b+ y個であり, ゆえに個数の変化も b+ yである.
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(iii) kℓ (ただし ℓは i < ℓ < jを満たす j − i− 1個の文字のいずれか)について.

ki > kℓならば kiの移動による変化はない. ki < kℓならば kiが kℓよりも右側に移動したことにより
1つ増える. なお, ki < kℓなる ℓの個数は, (i)における議論から j−i−1−a個である. また, kℓ < kj

ならば kj の移動による変化はなく, kℓ > kj ならば kj が移動して kℓの右側から消えることにより
1つ減る. kℓ > kjなる ℓの個数は (ii)における議論から j− i− 1− b個である. 以上の考察から, 文
字 kℓたちにおける変化は, i < ℓ < jについて総和を取り, (j − i− 1− a)− (j − i− 1− b) = b− a.

以上の変化の総和が inv(Y )− inv(X)にあたるから

inv(Y )− inv(X) = −(a+ x) + (b+ y) + (b− a) = 2(b− a) + (y − x).

x, yの定め方より, ki < kj のとき (y − x) = (1− 0) = 1, ki > kj のとき (y − x) = 0− 1 = −1ゆえいず
れの場合においても inv(Y )− inv(X)は奇数となる. したがって,

s̃(στ) = (−1)inv(Y ) = (−1)inv(Y )−inv(X) · (−1)inv(X) = (−1) · s̃(σ).

上の定理は inv(X)と inv(Y )の値を直接提示せずに, したがって s̃(σ)および s̃(στ)の値を求めずに証
明がなされている. 証明において鍵となるのは inv(Y )− inv(X)という量であった. このように, 何が本
質的に重要かを見極めることが我々には求められている. いまの証明では, inv(X)や inv(Y )自身, すな
わち絶対的な量よりも, これらの間の関係 inv(Y )− inv(X), つまり相対的な量が本質的なのであった.

最後に, 命題 8.4.2に対応する性質は次のように示される.

命題 9.3.3. 置換 σ, τ について s̃(στ) = s̃(σ) · s̃(τ).

Proof. τ =

(
1 · · · n

k1 · · · kn

)
と置くと, 定理 9.2.1 により τ は inv(k1, · · · , kn) 個の互換の積で書ける.

ℓ = inv(k1, · · · , kn), τ = (p1, q1) · · · (pℓ, qℓ)と置き, 補題 9.3.2を ℓ回適用すると,

s̃(στ) = s̃
(
σ(p1, q1) · · · (pℓ−1, qℓ−1)(pℓ, qℓ)

)
= s̃
((
σ(p1, q1) · · · (pℓ−1, qℓ−1)

)
· (pℓ, qℓ)

)
= −s̃

(
σ(p1, q1) · · · (pℓ−1, qℓ−1)

)
(ここで補題 9.3.2を用いた)

= · · · = (−1)ℓs̃(σ) = s̃(τ) · s̃(σ) = s̃(σ) · s̃(τ).
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10 行列式の定義と性質

いよいよ行列式の定義に入ろう. 本節では, 行列式を特徴づける性質である多重線形性と歪対称性につ
いて述べる. 行列式の定義を形式的に与えることもあり, これらの性質に実感が湧かない読者もいるかも
しれない. そこで, 行列式の列に関する性質のいくつかと, ベクトルの組で張られる図形の体積との関係
についてもある程度説明を設けた. これらの幾何的な意味を知っておくと, より深い理解が得られること
と思う.

10.1 定義

行列式の形式的な定義を次で与える. 恐らく初学者にとって, 定義を見ただけでその意味を理解するの
は困難であると思う. にもかかわらず, なにゆえこの定義を採用するのかといえば, 行列式に関する数々
の命題を証明する際に, 明示的に式が与えられていると議論を進めやすいからである.

定義 10.1.1. n次正方行列 A = [aij ]に対して, Aの行列式 (determinant)を次の式で定め, これを
detAあるいは |A|と書く:

detA :=
∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)

n∏
i=1

aiσ(i)

)
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).

上で与えられた式が, ベクトルの列で張られる図形の符号付き体積に本当に一致するのかどうか, 疑わ
しく感じている読者も多いのではないだろうか. しかしながら, この問題への解答は次節まで待ってほし
い. 11.3項まで読めば, このような疑念は払拭されるであろう.

さて, 対称群Snの元の総数は n!であった. ゆえに n次行列式は n!個の項の和として定義される. 例
えば 2次の行列式は 2! = 2項の和であり, 3次行列式は 3! = 6項の和, 4次行列式は 4! = 24項の和とな
る. 行列のサイズが小さいが場合について, 行列式を実際に書き下すと次のようになる. なお, 混乱を避
けるため, 計算過程では行列の (i, j)-成分 aij を ai,j と表記している.

例 10.1.2. (1) n = 1の場合. S1 = {id}および sgn(id) = 1より,

det(a11) = sgn(id)a1,id(1) = 1 · a1,1 = a11.

(2) n = 2の場合. S2 = { id, (1, 2) }, sgn(id) = 1, sgn(1, 2) = −1であるから,∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = sgn(id)a1,id(1)a2,id(2) + sgn(1, 2)a1,(1,2)(1)a2,(1,2)(2) = a11a22 − a12a21.

(3) n = 3の場合. 例 8.4.3より

S3 = { id, (2, 3), (1, 2), (1, 2, 3) = (1, 3)(1, 2), (1, 3, 2) = (1, 2)(1, 3), (1, 3) }

である. したがって,∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

= sgn(id)a1,id(1)a2,id(2)a3,id(3) + sgn(1, 2, 3)a1,(1,2,3)(1)a2,(1,2,3)(2)a3,(1,2,3)(3)

+ sgn(1, 3, 2)a1,(1,3,2)(1)a2,(1,3,2)(2)a3,(1,3,2)(3) + sgn(1, 2)a1,(1,2)(1)a2,(1,2)(2)a3,(1,2)(3)

+ sgn(2, 3)a1,(2,3)(1)a2,(2,3)(2)a3,(2,3)(3) + sgn(1, 3)a1,(1,3)(1)a2,(1,3)(2)a3,(1,3)(3)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31.
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本節および次節で述べる行列式の性質は, 行ベクトルに関するものと列ベクトルに関するものに分け
られる. 次の命題は, そのいずれか一方が示されれば, 他方も直ちに得られることを意味している.

定理 10.1.3. 任意の正方行列とその転置行列の行列式は等しい. すなわち, det tA = detA.

行列式を, 線形写像の体積拡大率であると意味づける立場においては, これを, 列ベクトルの組で張ら
れる図形と関連づけたのであった. 一方で, 単にベクトルの組が張る図形の体積について考える立場にお
いては, 行ベクトルの組で張られる図形の体積として行列式を意味づけしても構わないことを上の命題
は主張している.

定理 10.1.3を示すには対称群の間の 1対 1関係を考察する補助的な議論が必要となるゆえ, 証明は 12

節で行おう.

たすきがけ.� �
2次および 3次の行列式の展開式を効率よく覚える手段として, たすきがけ (またはサラスの方法

)と呼ばれる手法がある. 右下がりの組の符号を正, 左下がりの組の符号を負と考えることで展開式
を得る.

(−) (+)

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21

3次の場合はやや複雑になるが, 次のように分けよう.

(+)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

上の図式をもとに次の展開式を得る:∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31.

なお, 4次以上の行列式には, この様な方法は使えない.� �
10.2 カヴァリエリの原理

行列式の性質と図形の体積との関係を考察するにあたり, 本論では何度かカヴァリエリの原理につい
て言及している. そこで, やや寄り道となってしまうものの, この主張を正確に述べておこう.

カヴァリエリの原理.

2次元の場合: 平面上の図形 A,Bが, 平行な 2直線 L, L′の間に挟まれているとする. このとき, Lと
平行な任意の直線 L′′に対して, L′′と A, Bそれぞれとの交わりである線分の長さが共に一致するとき,

AとBの面積は等しい.
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L

L′′

L′

ℓ ℓ ℓ′ ℓ′

A B A′ B′

3次元の場合: R3上の図形A,Bが, 平行な 2つの平面 L, L′の間に挟まれているとする. このとき, L

と平行な任意の平面 L′′に対して, L′′とA, Bとの交わりからなる図形の面積が共に一致するとき, Aと
Bの体積は等しい.

高次元の場合については次のように拡張される. Rnにおいて次元がちょうど 1だけ小さい n− 1次元
の空間のことを超平面 (hyperplane)という.

n次元の場合: Rn上の図形A,Bが, 平行な 2つの超平面 L, L′の間に挟まれているとする. このとき,

Lと平行な任意の超平面 L′′に対して, L′′とA, Bとの交わりからなる図形の n− 1次元体積が共に一致
するとき, AとBの n次元体積は等しい.

よりみち（体積とは何か）� �
いかなる図形に対してカヴァリエリの原理が成立するのだろうか. 読者の中にはこのような素朴

な疑問を持つ者もいるかと思う. しかし残念なことに, これに答えるのは容易ではない. 何故なら,

この問いに答えるには, 論理的な曖昧さを排除するために, そもそも n次元の図形およびその体積と
は何か, という図形や体積の定義について論じる必要が生じるからである. 体積の議論が非常に面倒
なものであることは, 微積分学において定積分の定義に一苦労したことを思い返せば容易に想像が
つくことと思う.

こうお茶を濁してばかりでは不興を買うだろうから, カヴァリエリの原理が成立している状況を
一つ挙げておこう. 例えば, 二つの連続関数のグラフ f, g : [a, b] → Rで挟まれた図形 Aの面積は,

積分
∫ b
a (f(x)− g(x))dxによって得られる. すなわち, 図形Aの面積は, h(x) := f(x)− g(x)のグラ

フと x軸で挟まれた図形 Bの面積に等しい. ここで, y軸と平行な直線 x = t (ただし t ∈ [a, b])で
A, Bを切ってみよう. すると, それら線分の長さは共に h(t)である. すなわち, 図形A, Bに対して
カヴァリエリの原理が成立している. なお, 高次元の図形については, 重積分と累次積分 (逐次積分)

の一致がカヴァリエリの原理を示唆している.

ところで, 今の例は図形の体積が重積分で与えられることを仮定した上での話であった. それで
は, 図形の体積が積分で与えられる根拠とは一体何であろうか. 実のところ積分論をつきつめると,

積分が一致する (体積が等しい)とはどういうことかを再考する必要に迫られ, 積分を別の視点から
再定義することになる. この一連の理論は測度論と呼ばれ, 図形の体積の厳密化に相当するルベーグ
測度から定められる積分をルベーグ積分という. なお, ルベーグ積分に対して, 大学初年次の解析で
学ぶ積分はリーマン積分と呼ばれている. 測度論における重積分と累次積分の一致を主張する定理
はフビニの定理と呼ばれる.� �

10.3 多重線形性

次の二つの命題で述べている行列式の性質は, 多重線形性と呼ばれる.

命題 10.3.1. 一つの行 (あるいは列)を r倍すると, 行列式も r倍になる. すなわち,
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(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
...

rai1 · · · rain
...

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · ain
...

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · ra1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · ranj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣.
Proof. (1)は次の式変形による:

(左辺) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · (raiσ(i)) · · · anσ(n) = r
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n) = (右辺).

(2)は, 定理 10.1.3を用いて (1)に帰着させることができる:

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · ra1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · ranj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · an1
...

...
...

ra1j · · · ranj
...

...
...

a1n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · an1
...

...
...

a1j · · · anj
...

...
...

a1n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ .

命題 10.3.2. (1) i行目を除くすべての行が等しい行列式どうしの和は, i行目を互いの i行ベクトル
の和とした行列式に等しい:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
...

bi1 · · · bin
...

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
...

ci1 · · · cin
...

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
...

bi1 + ci1 · · · bin + cin
...

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(2) j 列目を除くすべての列が等しい行列式どうしの和は, j 列目を互いの j 列ベクトルの和とした行
列式に等しい:∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · c1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · b1j + c1j · · · a1n
... · · ·

... · · ·
...

an1 · · · bnj + cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ .
Proof. (1)は次より得る:

(右辺) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · (biσ(i) + ciσ(i)) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)a1σ(1) · · · biσ(i) · · · anσ(n) + sgn(σ)a1σ(1) · · · ciσ(i) · · · anσ(n)

)
=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · biσ(i) · · · anσ(n) +
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · ciσ(i) · · · anσ(n) = (左辺).

(2)については, 前命題 (2)の証明のように (1)に帰着することで得られる.
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例 10.3.3. ∣∣∣∣∣a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a1 b1

c1 + c2 d1 + d2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a2 b2

c1 + c2 d1 + d2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a1 b1

c1 d1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a1 b1

c2 d2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a2 b2

c1 d1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a2 b2

c2 d2

∣∣∣∣∣ .
一般には,

∣∣∣∣∣a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

∣∣∣∣∣ ̸=
∣∣∣∣∣a1 b1

c1 d1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a2 b2

c2 d2

∣∣∣∣∣ であることに注意せよ.

正方行列A = [a1, · · · ,an]の各々の列ベクトルで張られる図形の符号付き体積に行列式 |A|が一致す
ることを認めたうえで, 多重線形性の幾何的な意味を考えてみよう. 一つのベクトルを r倍すれば体積

　

a2

a1 ra1

図 2: ベクトルのスカラー倍

　

O

A

B

C

D

E

b

a1

a2

a1 + a2

図 3: ベクトルの和
　

が r倍されることは明らかである (図 2). 和については, 図 3を見よ. a1 + a2, bで張られる平行四辺形
AOCDと六角形 AOBCDEの面積は等しい. これは, bと平行な直線でこれらの図形を切ると, それぞ
れの長さがちょうど bの長さに一致することによる (カヴァリエリの原理). 六角形AOBCDEの面積は
平行四辺形AOBEの面積 det(a1, b)と平行四辺形EBCDの面積の和に等しい. 平行四辺形EBCDは
a2, bで張られる平行四辺形を a1方向に平行移動したものであるから, その面積は det(a2, b)である. 以
上より, det(a1 + a2, b) = det(a1, b) + det(a1, b)となる.

10.4 歪対称性

次の性質は歪対称性 (または反対称性, 交代性)と呼ばれる. この命題の証明も 12節にまわそう.

命題 10.4.1. 列の入れ替え (または行の入れ替え)を行うと行列式は −1倍される. すなわち, 各 xk

(k = 1, · · · , n)を n次列ベクトルとするとき, i < jについて,

(1) det[x1, · · · ,xi−1,xj ,xi+1, · · · ,xj−1,xi,xj+1, · · · ,xn] = −det[x1, · · · ,xn],

(2) det t[x1, · · · ,xi−1,xj ,xi+1, · · · ,xj−1,xi,xj+1, · · · ,xn] = −det t[x1, · · · ,xn].

歪対称性の幾何的な意味を考えよう. 列を入れ替えても, それらで張られる図形はもとの図形と同じで
ある. したがって, 列の入れ替えによる行列式の変化は, 体積の符号が逆になるかどうかに限られている.

n = 2の場合は, 列を入れ替えると第 1列を第 2列に重ねる際の回転の向きが逆になることから, 符号も
逆になることが分かる. 3次元の場合は, 二つの列の入れ替えは平行六面体の底面の符号付き面積が−1
倍されることに相当し, したがって体積も−1倍される. 4次以上についても同様のことが想像されよう.
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さて, n次列ベクトルの組 a1, · · · ,anの中に互いに等しい列があれば, それらで張られる図形は n− 1

次元以下に潰れている. よって, この図形の n次元体積は 0である. この事実を行列式の言葉で述べると
次の命題になる. この性質は, 歪対称性から直ちに導くことができる:

命題 10.4.2. i ̸= j について, i列と j 列が等しい行列式, および i行と j 行が等しい行列式の値はそれ
ぞれ 0である.

Proof. 正方行列 Aに対して, Aの i列と j列を入れ替えた行列をBとすれば, 命題 10.4.1より detB =

−detAである. Aの i行と j行が等しいならば, A = Bゆえ detA = −detAとなり, これを移項すると
2 detA = 0. したがって detA = 0である. 行についても同様の考察が得られる.

更に, 多重線形性と歪対称性から次が導かれる. 行列式の値を求めるための計算において, この性質は
何度も利用されることになるだろう.

命題 10.4.3. ある列 (または行)の何倍かを別の行 (または列)に加えても行列式は変わらない. すなわ
ち, 各 xk (k = 1, · · · , n)を n次列ベクトルとするとき, i ̸= jについて

(1) det[x1, · · · ,xj−1,xj + rxi,xj+1, · · · ,xn] = det[x1, · · · ,xn],

(2) det t[x1, · · · ,xj−1,xj + rxi,xj+1, · · · ,xn] = det t[x1, · · · ,xn].

Proof. 列について証明する. 命題 10.3.2(2)を用いて二つの行列式に分解すると

det[x1, · · · ,xj−1,xj + rxi,xj+1, · · · ,xn]

= det[x1, · · · ,xj−1,xj ,xj+1, · · · ,xn] + det[x1, · · · ,xj−1, rxi,xj+1, · · · ,xn]

= det[x1, · · · ,xn] + r det[x1, · · · ,xj−1,xi,xj+1, · · · ,xn]

(上式の第 2項は, i列と j列がともに xiなる行列式ゆえ, その値は命題 10.4.2より 0)

= det[x1, · · · ,xn] + r · 0 = det[x1, · · · ,xn].

行の場合についても同様の考察を行えばよい.

右図は上の性質の幾何的意味を図示したものである.

det(a1 + ra2,a2) = det(a1,a2)なる主張は, まさにカ
ヴァリエリの原理そのものである.

a2

ra2

a1

a1 + ra2
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11 行列式の計算

行列式の値を求めるための計算例を紹介する. 多くの計算演習をこなすことで, 行列式が, ベクトルの
組で張られる図形の符号付き体積を意味することを実感してもらえるのではないだろうか. そして, この
実感が妥当であるゆえんを 11.3項において解説する.

11.1 サイズの小さい行列式との関係

行列式の値の計算においては, 次の命題を用いて, よりサイズの小さい行列式の計算に帰着させる手法
を用いることが多い. この性質は, 角柱の体積が底面積と高さの積で表されることを述べたものである.

証明は次節にまわす (定理 12.5.1).

命題 11.1.1. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

0 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣
a22 · · · a2n
... · · ·

...

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

ann an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

命題 11.1.1の幾何的な意味は次の通りである.

a1 =


a11

0
...

0

 ,a2 =


0

a22
...

an2

 , · · · ,an =


0

a2n
...

ann

 とする.

このとき, n − 1個のベクトル a2, · · · ,an で張ら
れる n − 1 次元以下の図形を考えよう. この図
形は, Rn における第 1座標 = 0を満たす点から
なる超平面内に位置している. また, この図形は,

a′
2 =

a22...
an2

 , · · · ,a′
n =

a2n...
ann

 で張られる Rn−1

上の図形と合同であり, ゆえにその n − 1次元体
積は det[a′

2, · · · ,a′
n]である. したがって, n個の

ベクトル a1, · · · ,anで張られる図形Dは, 底面積
det[a′

2, · · · ,a′
n]および高さa11なる角柱であり,そ

の n次元体積 V (D)は a11 det[a
′
2, · · · ,a′

n]となる.

a1が一般の n次列ベクトルの場合は, 図形Dは,

いま考えていた角柱をa1方向に歪ませた形になる.

カヴァリエリの原理によれば, Dの体積はもとの
角柱の体積に等しく, V (D) = a11 det[a

′
2, · · · ,a′

n]

である.

x

y

z

a1 =







a11

a21

a31







a2 =







0

a22

a32







a3 =







0

a23

a33













a11

0

0







例 11.1.2. 上三角行列の行列式は, 対角成分の積に一致する:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

a2 ∗
. . .

O an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2

a3 ∗
. . .

O an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = a1a2 · · · an.

とくに, |E| = 1.
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11.2 計算例

ここに, 行列式の計算例を挙げよう. 基本的には命題 11.1.1が適用できる形になるよう, これまで挙げ
てきた行列式の性質 (とくに命題 10.4.3)を用いて行列式を変形していく. その変形過程は行列の行基本
変形と似ているものの, スカラー倍や行の入れ替えで行列式自身に変化が生じること, 行だけではなく列
についての変形も許されることに注意せよ.

例 11.2.1. (1) 次の計算では, 行に関する性質のみを用いて行列式のサイズを小さくしている. 逆に,

列の性質のみを用いてサイズを小さくすることもできる.∣∣∣∣∣∣∣
12 16 32

−6 13 4

15 10 −20

∣∣∣∣∣∣∣ = 4

∣∣∣∣∣∣∣
3 4 8

−6 13 4

15 10 −20

∣∣∣∣∣∣∣ = 4 · 5

∣∣∣∣∣∣∣
3 4 8

−6 13 4

3 2 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = 20

∣∣∣∣∣∣∣
3 4 8

0 21 20

0 −2 −12

∣∣∣∣∣∣∣
= 20 · 3

∣∣∣∣∣21 20

−2 −12

∣∣∣∣∣ = 60 · (−2)

∣∣∣∣∣21 20

1 6

∣∣∣∣∣
= −120 · (21 · 6− 20) = −120 · 106 = −12720.

(2) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 8 4

2 3 5 7

1 9 8 0

0 8 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −25 −16 4

0 −15 −11 7

1 9 8 0

0 8 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 9 8 0

0 −25 −16 4

0 −15 −11 7

0 8 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
−25 −16 4

−15 −11 7

8 1 5

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−16 −25 4

−11 −15 7

1 8 5

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)2
∣∣∣∣∣∣∣
1 8 5

−16 −25 4

−11 −15 7

∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣
1 8 5

0 103 84

0 73 62

∣∣∣∣∣∣∣
↑ 1列目と 2列目を入れ替えた

= −

∣∣∣∣∣103 84

73 62

∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣103 42

73 31

∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣30 11

73 31

∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣30 11

13 9

∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣17 2

13 9

∣∣∣∣∣
= −2(17 · 9− 2 · 13) = −2(153− 26) = −2 · 127 = −254.
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(3) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 4 1 5

9 2 6 5 3

5 8 9 7 9

3 2 3 8 4

6 2 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 0

3 2 −2 3 −7
−19 8 −23 −1 −31
−3 2 −5 6 −6
0 2 −2 2 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0

2 3 −2 3 −7
8 −19 −23 −1 −31
2 −3 −5 6 −6
2 0 −2 2 −7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0

2 3 2 3 7

8 −19 23 −1 31

2 −3 5 6 6

2 0 2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 3 7

−19 23 −1 31

−3 5 6 6

0 2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 3 7

−1 35 17 73

0 7 9 13

0 2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 107 54 226

−1 35 17 73

0 7 9 13

0 2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 35 17 73

0 107 54 226

0 7 9 13

0 2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
107 54 226

7 9 13

2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣
57 4 51

1 3 −8
2 2 7

∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣
0 −167 507

1 3 −8
0 −4 23

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)
∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −8
0 −167 507

0 −4 23

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣−167 507

−4 23

∣∣∣∣∣ = (−1)

∣∣∣∣∣167 507

4 23

∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣167 6

4 11

∣∣∣∣∣
= −(167 · 11− 6 · 4) = −(1837− 24) = −1813.

定理 11.2.2 (ヴァンデルモンド).


1 x1 x1

2 . . . x1
n−1

1 x2 x2
2 . . . x2

n−1

...
...

...
...

...

1 xn xn
2 . . . xn

n−1

 =


1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

x1
2 x2

2 . . . xn
2

...
...

...
...

x1
n−1 x2

n−1 . . . xn
n−1

 =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

Proof. |A| = | tA|より一つ目の等式は明らか. 二つ目の等式を行列のサイズに関する帰納法で示す. 2次

の場合は

[
1 x1

1 x2

]
= x2− x1ゆえ等式は成立する. n− 1次の場合に等式が成り立つと仮定して n次の

場合を示そう.


1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

x1
2 x2

2 . . . xn
2

...
...

...
...

x1
n−1 x2

n−1 . . . xn
n−1

 =


1 1 . . . 1

0 x2 − x1 . . . xn − x1
0 x2

2 − x1x2 . . . xn
2 − x1xn

...
...

...
...

0 x2
n−1 − x1x2n−2 . . . xn

n−1 − x1xnn−2


1行×x1を引く
2行×x1を引く

...

n-1行×x1を引く
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=


x2 − x1 x3 − x1 . . . xn − x1

x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) . . . xn(xn − x1)
...

...
...

...

x2
n−2(x2 − x1) x3

n−2(x3 − x1) . . . xn
n−2(xn − x1)



= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)


1 1 . . . 1

x2 x3 . . . xn
...

...
...

...

x2
n−2 x3

n−2 . . . xn
n−2


= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

∏
2≤i<j≤n

(xj − xi) (ここで帰納法の仮定を用いた)

=
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

11.3 体積との関係

前節と本節を通して, 行列式が図形の符号付き体積を表すと見なしても, 確かに幾何的な視点と両立す
ることを見てきた. また, 両立することの根拠として, 図形の n次元体積についてカヴァリエリの原理が
成り立つことを認めていたのであった. そして, 行列式の計算例においても, カヴァリエリの原理と歪対
称性から導かれる性質さえあれば具体的な値が原理的に得られることを見てきた.

さて, 未だ我々は, 図形の n次元体積なる概念の厳密な定義は与えていないけれども, 仮にそのような
概念があるとすれば, n個の列ベクトルで張られる図形の体積について少なくともカヴァリエリの原理が
認められるべきことに異論はないだろう. このことは, ベクトルの列に対してそれらの張る図形の体積を
対応させる写像を考えたときに, それが多重線形性を満たすことを意味する. また, 体積に符号を導入す
るとすれば, 歪対称性が満たされると考えることは自然である. そして, 当然のことながら n次元単位立
方体の体積は 1n = 1であると考えるだろう. 以上を満たす写像が行列式以外にないことを次の定理は主
張している. すなわち, 行列式とは, n個の列ベクトルで張られる図形の体積を符号付きで表す量のこと
である.

定理 11.3.1. 実数を成分に持つ n次正方行列全体の集合をMn(R)とする. 次の性質すべてを満たす写
像D :Mn(R)→ Rを取れば, Dは行列式に一致する:

a1, · · · ,anおよび bi, ciをそれぞれ n次列ベクトルとするとき,

(1) 多重線形性 :

(i) D[a1, · · · , rai, · · · ,an] = rD[a1, · · · ,ai, · · · ,an],

(ii) D[a1, · · · , bi + ci, · · · ,an] = D[a1, · · · , bi, · · · ,an] +D[a1, · · · , ci, · · · ,an],

(2) 歪対称性 : D[a1, · · · ,ai−1,aj ,ai+1, · · · ,aj−1,ai,aj+1, · · · ,an] = −D[a1, · · · ,an],

(3) 単位性 : D(E) = 1.

この定理の証明も次節で与えよう (定理 12.4.1).
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まとめ (行列式の定義).� �
行列式を定義するには, 大きく分けて二通りの方法がある. 一つは定義 10.1.1にあるように, 置換

を用いて形式的に定義する方法である. また, 置換の符号は順列の転倒数を用いても定義できるゆ
え, 形式的な定義のみが必要な場合には, 順列と転倒数を用いた次の式で定めてもよい:

detA :=
∑

(k1,··· ,kn)∈Pn

(−1)inv(k1,··· ,kn)a1k1a2k2 · · · ankn .

ここで, Pnは n個の文字 1, · · · , nの並べ替え (順列)全体のなす集合とする.

もう一つの行列式の定義は, ベクトルの列で張られる図形の符号付き体積というものである. 符号
付き体積とは多重線形性および歪対称性, 単位性を満たすMn(R)上の写像D : Mn(R)→ Rのこと
であり, このような写像Dが唯一つしか存在しないことは定理 11.3.1が保証している. なお, 符号付
き体積が多重線形性や歪対称性 (とくに命題 10.4.3の性質), および命題 11.1.1の性質を満たすこと
は, カヴァリエリの原理を通して確認することができる. そして, これらの性質を通して行列式の値
を求めることができる.� �
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12 行列式の性質（証明）

10および 11節で述べた命題の証明を本節で与える. また, 行列式を, 線形写像の体積拡大率とみなす
文脈において, 7.1項で言及した合成関数に関する性質 |AB| = |A| · |B|の証明も述べる.

12.1 |A| = | tA|の証明

補題 12.1.1. 各 σ ∈ Snに対して, sgn(σ−1) = sgn(σ).

Proof. sgn(σ) sgn(σ−1) = sgn(σσ−1) = sgn(id) = 1より sgn(σ−1)と sgn(σ).の正負は一致している.

上の補題は練習 8.4.4(2)からも導くことができる.

補題 12.1.2. 写像 I : Sn → Snを I(σ) := σ−1と定めれば, F は 1対 1である. すなわち, σが重複なく
Sn全体を動くとき, I(σ)も重複なくSn全体を動く.

Proof. σが重複なくSnを動けば I(σ)も重複なく動くこと (これを単射性という), σがSn全体を動け
ば I(σ)もSn全体を動くこと (これを全射性という)は, それぞれ次の条件に書き下すことができる:

• 単射性: 各 σ1, σ2 ∈ Snについて, σ1 ̸= σ2 ⇒ I(σ1) ̸= I(σ2),

• 全射性: 各 τ ∈ Snに対して, I に代入すると τ になる置換 σ ∈ Snが存在する.

I の単射性および全射性は次のように示される.

(単射性): 対偶である I(σ1) = I(σ2) ⇒ σ1 = σ2を示す. I(σ1) = I(σ2)とすれば, σ−1
1 = σ−1

2 である.

この両辺の逆置換を取れば, (σ−1
1 )

−1
= (σ−1

2 )
−1
となる. つまり σ1 = (σ−1

1 )
−1

= (σ−1
2 )

−1
= σ2である.

(全射性): 各 τ ∈ Sn に対して, σ := τ−1 とおこう. この σ を I に代入すると τ になる. 実際,

I(σ) = I(τ−1) = (τ−1)
−1

= τ である.

以上の補題を用いて定理 10.1.3を証明しよう.

定理 10.1.3 (再掲). 任意の正方行列とその転置行列の行列式は等しい. すなわち, det tA = detA.

Proof. A = [aij ],
tA = [bij ]とおけば, 各 i, jについて bij = ajiである. 行列式の定義および sgn(σ−1) =

sgn(σ) (補題 12.1.1)から,

| tA| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)b1σ(1)b2σ(2) · · · bnσ(n) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n. (12.1.1)

今から,右辺の総和の各項に現れる積aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)nの並べ替えについて考えよう. まずσ(1), · · · , σ(n)
を小さい順に並べ替える:

σ(k1) = 1, σ(k2) = 2, · · · , σ(kn) = n.

このとき, 各 i = 1, · · · , nについて σ(ki) = iゆえ σ−1(i) = kiである. つまり aσ(ki)ki = aiσ−1(i)であり,

次のように並び替えができる:

aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n = aσ(k1)k1aσ(k2)k2 · · · aσ(kn)kn = a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n). (12.1.2)

写像 I : Sn → Snを補題 12.1.2で与えたものとし, 式 12.1.1および 12.1.2を合わせると,

| tA| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(I(σ))a1,I(σ)(1)a2,I(σ)(2) · · · an,I(σ)(n)

σが重複なくSn全体を動くとき, τ = I(σ)も重複なくSn全体を動く (補題 12.1.2). ゆえに, 上式の σ

による総和は次の τ による総和に書き換えても良い:∑
τ∈Sn

sgn(τ)a1τ(1)a2τ(2) · · · anτ(n) = |A|.
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12.2 歪対称性の証明

補題 12.2.1. あらかじめ置換 τ ∈ Sn を一つ取り, 固定しておく. このとき, 写像 F : Sn → Sn を
F (σ) := στ と定めれば, F は 1対 1である. すなわち, σが重複なくSn全体を動くとき, F (σ)も重複な
くSn全体を動く.

Proof. 補題 12.1.2の証明と同様に, 単射性および全射性を示そう.

• 単射性: 各 σ1, σ2 ∈ Snについて, σ1 ̸= σ2 ⇒ F (σ1) ̸= F (σ2),

• 全射性: 各 φ ∈ Snに対して, F に代入すると φになる置換 σ ∈ Snが存在する.

(単射性): 対偶である F (σ1) = F (σ2) ⇒ σ1 = σ2 を示す. F (σ1) = F (σ2)とすれば F の定義より
σ1τ = σ2τ である. この両辺に右から τ−1を掛けると

σ1ττ
−1 = σ2ττ

−1　

σ1 id = σ2 id

σ1 = σ2.

(全射性): 各 φ ∈ Snに対して, σ := φτ−1と定める. このとき, F (σ) = F (φτ−1) = φττ−1 = φ id =

φ.

上の補題において互換 τ = (p, q) (ただし p ̸= q)を考えると, F : Sn → Snは偶置換を奇置換に写し,

奇置換を偶置換に写す写像となる. よって F により, 偶置換と奇置換の間に 1対 1の対応が与えられ, こ
れらの総数が等しいことが分かる. すなわち:

命題 12.2.2. n ≥ 2について交代群Anの元の総数は
n!

2
である.

行列式の歪対称性を証明しよう:

命題 10.4.1 (再掲). 列の入れ替え (または行の入れ替え)を行うと行列式は−1倍される.

Proof. p < qとし, p行と q行の入れ替えについて証明する. 正方行列 A = [aij ]の p行と q行を入れ替
えた行列をB = [bij ]とすれば, 各 j = 1, · · · , nについて

(1) i ̸= p, q =⇒ bij = aij , (2) bpj = aqj , (3) bqj = apj ,

が成り立っている. τ = (p, q)とし, F : Sn → Snを補題12.2.1で与えた写像とせよ. すなわちF (σ) := στ

である. このとき,

(i) k ̸= p, q =⇒ F (σ)(k) = σ(k), (ii) F (σ)(p) = σ(q), (iii) F (σ)i(q) = σ(p).

また, sgn(F (σ)) = sgn(σ(p, q)) = sgn(σ) · sgn((p, q)) = − sgn(σ)である. これらを用いると

|B| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)b1σ(1) · · · bpσ(p) · · · bqσ(q) · · · bnσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · aqσ(p) · · · apσ(q) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈Sn

(
− sgn(F (σ))

)
a1,F (σ)(1) · · · aqF (σ)(q) · · · ap,F (σ)(p) · · · an,F (σ)(n)

= −
∑
σ∈Sn

sgn(F (σ))a1,F (σ)(1) · · · apF (σ)(p) · · · aq,F (σ)(q) · · · an,F (σ)(n)

↑各項の積の並び順を交換した (p番目と q番目を入れ替えた)

σが重複なくSn全体を動くとき, φ = F (σ)も重複なくSn全体を動く (補題 12.2.1). ゆえに, 上式の σ

による総和は次の φによる総和に書き換えても良い:

−
∑
φ∈Sn

sgn(φ)a1φ(1) · · · apφ(p) · · · aqφ(q) · · · anφ(n) = −|A|.

列の入れ替えについては, 定理 10.1.3を用いて行の入れ替えに帰着させれば容易に示される.
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12.3 多重線形性と歪対称性から導かれる性質

n次正方行列X ∈Mn(R)の列ベクトル表示をX = [x1, · · · ,xn]とする. このとき, 写像F :Mn(R)→
Rは列ベクトルの組からなる集合を定義域とする関数 F (x1, · · · ,xn)と見なすことができる. 本節を通
して, F は列ベクトルの組に関する写像であると考える. さて, 写像 F における多重線形性および対称性
とは次の性質のことであった:

• 多重線形性: 各 i = 1, · · · , nについて,

(i) F [x1, · · · , rx, · · · , xn] = rF [x1, · · · ,xi, · · · ,xn],

(ii) F [x1, · · · ,yi + zi, · · · ,xn] = F [x1, · · · ,yi, · · · ,xn] + F [x1, · · · , zi, · · · ,xn].

• 歪対称性: 各 i < jについて,

F (x1, · · · ,xi−1,xj ,xi+1, · · · ,xj−1,xi,xj+1, · · · ,xn) = −F (x1, · · · ,xn).

行列式の特徴づけ (定理 11.3.1)の証明を述べる前に, 多重線形性および歪対称性から導かれるいくつ
かの性質について詳しく調べておこう.

補題 12.3.1. F が多重線形性を満たすならば, 次の性質も満たす:

多重線形性 (2): F

[
a1, · · · ,

ℓ∑
k=1

rkbk, · · · ,an

]
=

ℓ∑
k=1

rkF [a1, · · · , bk, · · · ,an].

Proof. 和の個数 ℓに関する帰納法で示す. ℓ = 1の場合は多重線形性の性質 (ii)に他ならない. 和の個数
が ℓのときに等式が成立すると仮定し, 和の個数が ℓ+ 1の場合について示そう.

F

[
a1, · · · ,

ℓ+1∑
k=1

rkbk, · · · ,an

]

= F

[
a1, · · · ,

(
ℓ∑

k=1

rkbk

)
+ rℓ+1bℓ+1, · · · ,an

]

= F

[
a1, · · · ,

ℓ∑
k=1

rkbk, · · · ,an

]
+ F [a1, · · · , rℓ+1bℓ+1, · · · ,an] (多重線形性 (i))

=
ℓ∑

k=1

rkF [a1, · · · , bk, · · · ,an] + rℓ+1F [a1, · · · , bℓ+1, · · · ,an] (帰納法の仮定と多重線形性 (ii))

=
ℓ+1∑
k=1

rkF [a1, · · · , bk, · · · ,an].

次の補題は, 命題 10.4.2の証明と同様の論法により得られる:

補題 12.3.2. F が歪対称性を満たすとき, ai = aj (ただし i < j)ならば

F (a1, · · · ,ai, · · · ,aj , · · · , ,an) = 0.

補題 12.3.3. F が歪対称性を満たすとき, 任意の置換 σ ∈ Snに対して

F (xσ(1), · · · ,xσ(n)) = sgn(σ)F (x1, · · · ,xn).
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Proof. σを互換の積に分解した際の互換の個数 ℓに関する帰納法により証明する. σ自身が互換 σ = (i, j)

の場合, F (xσ(1), · · · , xσ(n)) = sgn(σ)F (x1, · · · , xn)は歪対称性そのものである.

ℓ個の互換の積で書ける任意の置換 τ ∈ Snについて F (xτ(1), · · · , xτ(n)) = sgn(τ)F (x1, · · · , xn)が成
り立つと仮定し, σ = τ · (i, j)について F (xσ(1), · · · , xσ(n)) = sgn(σ)F (x1, · · · , xn)が成り立つことを示
そう. i列目と j列目の添え字に注意して変形すると

F (xσ(1), · · · , xσ(n)) = F (xτ(i,j)(1), · · · , xτ(i,j)(i), · · · , xτ(i,j)(j), · · · , xτ(i,j)(n))
= F (xτ(1), · · · , xτ(j), · · · , xτ(i), · · · , xτ(n))
= −F (xτ(1), · · · , xτ(i), · · · , xτ(j), · · · , xτ(n)) (歪対称性を用いた)

= − sgn(τ)F (x1, · · · , xn) = sgn(σ)f(x1, · · · , xn). (帰納法の仮定を用いた)

12.4 特徴づけの証明

n次正方行列A = [aij ]の列ベクトル表示をA = [a1, · · · ,an]とする. これらの各列ベクトルを単純な
ベクトルの和に分解する方法を考えよう. そこで, 長さ 1の単位列ベクトルたち

e1 =


1

0

0
...

0

 , e2 =


0

1

0
...

0

 , · · · , en =


0

0
...

0

1


を与えておく. このとき, 各 i = 1, · · · , nにおいて

ai =


a1i

a2i

a3i
...

ani

 =


a1i

0

0
...

0

+


0

a2i

0
...

0

+ · · ·+


0

0
...

0

ani

 = a1ie1 + · · ·+ anien =

n∑
ki=1

akiieki (12.4.1)

である. 上の分解を用いて次の定理を示そう. 定理 11.3.1は次の定理の特別な場合 (F (E) = 1の場合)

である.

定理 12.4.1. 写像 F : Mn(R) → Rが列ベクトルの組に関して多重線形性と歪対称性を満たすならば,

F (A) = detA · F (E)である.

Proof. 各A ∈Mn(R)についてF (A) = |A| ·F (E)となることを示そう. そこで, A = [aij ] = [a1, · · · ,an]

とおく. 式 12.4.1による分解, および補題 12.3.1で示した多重線形性 (2)を各列に対して用いて展開して
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いくと,

F (A) = F (a1,a2, · · · ,an) = F

 n∑
k1=1

ak11ek1 ,

n∑
k2=1

ak22ek2 , · · · ,
n∑

kn=1

aknnekn


=

n∑
k1=1

ak11F

ek1 ,

n∑
k2=1

ak22ek2 , · · · ,
n∑

kn=1

aknnekn


=

n∑
k1=1

ak11

 n∑
k2=1

ak22F

ek1 ,ek2 , · · · ,
n∑

kn=1

aknnekn


= · · · =

n∑
k1=1

ak11

 n∑
k2=1

ak22

· · ·
 n∑

kn−1=1

akn−1n−1

 n∑
kn=1

aknnF (ek1 , ek2 , · · · , ekn)

 · · ·


=

n∑
k1=1

n∑
k2=1

· · ·
n∑

kn−1=1

n∑
kn=1

ak11ak22 · · · akn−1n−1aknnF (ek1 ,ek2 , · · · , ekn)

=
∑

1≤k1,k2,··· .kn≤n

ak11ak22 · · · aknnF (ek1 ,ek2 , · · · , ekn).

いま得られた総和の各項において, ek1 , ek2 , · · · , eknの中に互いに同じものが一つでもあれば, 補題 12.3.2

より F (ek1 , ek2 , · · · , ekn) = 0であるから, そのような項は無視して構わない. 一方, 無視できない各項に
おいて, ek1 ,ek2 , · · · , ekn はいずれも異なる単位列ベクトルであり, とくに k1, k2, · · · , knに重複はない.

したがって, σ =

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
は置換である. このとき, 補題 12.3.3より

ak11ak22 · · · aknnF (ek1 ,ek2 , · · · , ekn) = aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)nF (eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(kn))
= aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n sgn(σ)F (e1, e2, · · · , en)
= sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)nF (E).

以上より,

F (A) =
∑
σ∈Sn

(
sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)nF (E)

)
=

(∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n

)
F (E) = | tA| · F (E) = |A| · F (E).

12.5 命題 11.1.1の証明

次の定理における r = 1の場合が命題 11.1.1に相当する.

定理 12.5.1. Aを r次正方行列, X を s次正方行列とすれば,∣∣∣∣∣ A ∗
Os,r X

∣∣∣∣∣ = |A| · |X| =
∣∣∣∣∣ A Or,s

∗ X

∣∣∣∣∣ .
Proof. 一方の等式を示せば, それを転置することで他方の等式も得られる. ここでは右側の等式を示そ

う. 始めに, X が単位行列 Esの場合について考える. そこで, Y =

[
A Or,s

∗ Es

]
= [aij ]と置こう. Y は

n = r + s次正方行列である. 行列式の定義によれば

|Y | =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · arσ(r)ar+1σ(r+1) · · · anσ(n) (12.5.1)
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である. ここで, 総和の各項 sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · arσ(r)ar+1σ(r+1) · · · anσ(n)の値がいつ 0になるかを検
討しよう. まず, Or,s 成分に着目すると, 1 ≤ i ≤ rかつ r + 1 ≤ j ≤ nならば aij = 0である. よって
{σ(1), · · · , σ(r) }の中に rより大きな数 σ(i)が一つでもあれば, aiσ(i) = 0ゆえこの置換 σに関する項の
値は 0である. したがって, 式 12.5.1の総和における σ ∈ Snの動く範囲は,

{σ(1), · · · , σ(r) } = { 1, · · · , r }

を満たす部分のみを考えればよい. さて, 上の条件を満たす σについて考えよう. このような σにおい
ては

{σ(r + 1), · · · , σ(n) } = { r + 1, · · · , n }

となっている. 次にY のEs成分に着目すると, もし σ(i) ̸= iなる i = r+1, · · · , nがあればY の (i, σ(i))-

成分は Esにおいて対角成分ではないから aiσ(i) = 0である. したがって, σに関する項の値が 0となら
ないためには, 各 i = r + 1, · · · , nについて σ(i) = iとなっていなければならない. すなわち,

σ =

(
1 · · · r r + 1 · · · n

k1 · · · kr r + 1 · · · n

)
, ただし k1, · · · , krは r以下の数による順列,

でなければならない. これは σがSrの元とみなせることに他ならない. 以上, 式 12.5.1の総和における
σが動く範囲はSr上であると見なしてもよいことから,∣∣∣∣∣ A Or,s

∗ E

∣∣∣∣∣ = |Y | = ∑
σ∈Sr

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · arσ(r)ar+1,r+1 · · · an,n

=
∑
σ∈Sr

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · arσ(r) · 1 · · · 1 = |A|.

さて, 今度は X が一般の s 次正方行列の場合について考えよう. s 個の s 次列ベクトルの組 X =

[x1, · · ·xs]たち全体を定義域とする関数 F :Ms(R)→ Rを

F (x1, · · ·xs) :=

∣∣∣∣∣ A Or,s

∗ X

∣∣∣∣∣
と定めよう. すると,行列式の多重線形性と歪対称性から, F の多重線形性と歪対称性を導くことができる.

また, これまでの議論より F (E) = |Y | = |A|である. したがって定理 12.4.1より F (X) = |X| · F (E) =

|X| · |A|. 以上により求める等式が示された.

例 12.5.2. A1, · · · , Anを正方行列すると (各々のサイズは異なっていても構わない),∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A1

A2 ∗
. . .

O An

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A1| ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A2

A3 ∗
. . .

O An

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = |A1| · |A2| · · · |An|.

12.6 |AB| = |A| · |B|の証明

一般に, (m,n)-行列 Aおよび (n, ℓ)-行列 B = [b1, · · · , bℓ]に対して, AB = [Ab1, · · · , Abℓ]である (例
3.5.1). この事実に注意しながら次の定理を示そう.

定理 12.6.1. 積の行列式は行列式の積に等しい. すなわち, n次正方行列A, Xについて |AX| = |A| · |X|.
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Proof. n次正方行列X = [x1, · · · ,xn]たち全体を定義域とする写像F :Mn(R)→ RをF (x1, · · ·xn) :=

|AX|と定める. このとき,

F (x1, · · ·xn) = |A[x1, · · ·xn]| = |Ax1, · · · , Axn|

であるから, F は多重線形性と歪対称性を満たす. 実際, 歪対称性は明らかであり, 多重線形性も次のよ
うに確認できる:

F (x1, · · · , bi + ci, · · · ,xn) = |Ax1, · · · , A(bi + ci), · · · , Axn| = |Ax1, · · · , Abi +Aci, · · · , Axn|
= |Ax1, · · · , Abi, · · · , Axn|+ |Ax1, · · · , Aci, · · · , Axn|
= F (x1, · · · , bi, · · · ,xn) + F (a1, · · · , ci, · · · ,xn).

F (x1, · · · , rxi, · · · ,xn) = |Ax1, · · · , A(rxi), · · · , Axn| = |Ax1, · · · , r(Axi), · · · , Axn|
= r|Ax1, · · · , Axi, · · · , Axn| = rF (x1, · · · ,xi, · · · ,xn).

ゆえに定理 12.4.1より F (X) = |X| · F (E) = |X| · |AE| = |X| · |A| = |A| · |X|である. 以上により
|AX| = |A| · |X|が示された.

次は 7.1項で既に述べたことであるが念のためもう一度記しておこう.

命題 12.6.2. Aが可逆行列ならば |A| ̸= 0であり, とくに |A−1| = |A|−1.

Proof. 1 = |E| = |AA−1| = |A| · |A−1| から |A| ≠ 0 を得る. また, この両辺を |A| で割ることで
|A−1| = |A|−1を得る.

上の命題の逆「|A| ̸= 0ならば Aは可逆である」もまた正しい. その証明は次節で与えよう (定理
13.2.3).
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13 余因子展開とクラメルの公式

11節における行列式の値の計算においては, サイズが一回り小さい行列式の計算に帰着させる手法を
繰り返し用いたのであった. この手法を理論的な立場から述べたのが余因子展開である. 本節では, 余因
子展開を通して, 2次正方行列の逆行列の公式:

A =

[
a b

c d

]
について, A−1 =

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]

の一般化を与える. そして, この逆行列の表示から, これまで証明を避けてきた定理 5.3.2が導かれる.

13.1 余因子展開

定義 13.1.1. n次正方行列A = [aij ]の第 i行と第 j列を取り除いた残りの成分からなる n− 1次正方行
列をAij とかく. すなわち,

A =



a1j

A ... B
ai1 · · · aij · · · ain

...

C alj D


のとき Aij =

 A B
C D

 .

例 13.1.2. A =

1 2 3

4 5 6

7 8 9

とすれば, A12 =

(
4 6

7 9

)
, A22 =

(
1 3

7 9

)
である.

列ベクトルによる成分表示をA = [a1, · · · ,an]とすれば, 式 12.4.1と同様にして, 各 aj は次のように
書ける:

aj =


a1j

a2j
...

anj

 = a1je1 + a2je2 + · · ·+ anjen.

したがって, 補題 12.3.1で示した行列式の多重線形性 (2)により, |A|は次の和に分解できる:

|A| = |a1, · · · ,aj−1, a1je1 + a2je2 + · · ·+ anjen,aj+1, · · · ,an|
= a1j |a1, · · · ,e1, · · · ,an|+ a2j |a1, · · · , e2, · · · ,an|+ · · ·+ anj |a1, · · · , en, · · · ,an| . (13.1.1)
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更に, 式 13.1.1に現れる i番目の項を計算すると

aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · 0 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · 1 · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 · · · 1 · · · ain

a11 · · · 0 · · · a1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

an1 · · · 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(i行を 1行へ移動させた)

= (−1)i−1(−1)j−1aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ai1 · · · · · · ain

0 a11 · · · · · · a1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 an1 · · · · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(j列を 1列へ移動させた)

= (−1)i+j−2aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ai1 · · · ain

0
... Aij
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+jaij |Aij |.

以上より, 式 13.1.1は次のように書き下される:

|A| = (−1)1+ja1j |A1j |+ (−1)2+ja2j |A2j |+ · · ·+ (−1)n+janj |Anj | =
n∑

i=1

(−1)i+jaij |Aij |.

上式による |A|の展開を j列に関する余因子展開という.

練習 13.1.3. j列の代わりに i行に関して同様の展開を行い, 次の等式を示せ.

|A| = (−1)i+1ai1|Ai1|+ (−1)i+2ai2|Ai2|+ · · ·+ (−1)i+nain|Ain| =
n∑

j=1

(−1)i+jaij |Aij |.

上式を i行に関する余因子展開という.

特別な形の行列式の値を求める際に, 余因子展開が有効なことが多い:

例 13.1.4. 次の k次正方行列について,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t −1
t −1 O

. . .
. . .

O t −1
a0 a1 · · · ak−2 t+ ak−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= tk + ak−1t

k−1 + · · ·+ a1t+ a0.

Proof. kに関する帰納法によって証明する. k = 2の場合は次の計算で確かめられる:∣∣∣∣∣ t −1
a0 t+ a1

∣∣∣∣∣ = t(t+ a1)− a0 · (−1) = t2 + a1t+ a0.

サイズが k − 1のときに等式が成立すると仮定して, サイズが kの場合の等式を示そう. 1列目に関して
左辺を余因子展開すると, 第 1項目に帰納法の仮定が適用できる:

(左辺) = t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t −1

. . .
. . .

t −1
a1 · · · ak−2 t+ ak−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)k+1a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
t −1

. . .
. . .

t −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= t(tk−1 + ak−1t

k−2 + · · ·+ a2t+ a1) + (−1)k+1a0 · (−1)k−1 = (右辺).

なお, 第 2項目の行列式の値は, 転置して例 11.1.2 を適用することで分かる.
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13.2 余因子行列

正方行列 Aの逆行列の成分表示を与える方法を考えよう. C = A−1ならば CA = E を満たす. ゆえ
に C を行ベクトル分割しAを列ベクトル分割すれば次を満たすことになる.

c1

c2
...

cn


[
a1 a2 · · · an

]
=


c1a1 c1a2 · · · c1an

c2a1 c2a2 · · · c2an

...
...

...
...

cna1 cna2 · · · cnan

 = E.

すなわち,

cjai =

1 j = iのとき,

0 j ̸= iのとき.　
.

上式を満たす行ベクトル cj を余因子展開を用いて導こう.

行列A = [aij ]の第 j列を別の列ベクトル bに置き換えた行列Bについて, j列に関する余因子展開を
行えば, 各 i = 1, · · · , nについてBij = Aij であるから,

j

列∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · bi · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+jb1|A1j |+ (−1)2+jb2|A2j |+ · · ·+ (−1)n+jbn|Anj |

.

この右辺は次の二つのベクトル

ãj =


(−1)1+j |A1j |
(−1)2+j |A2j |

...

(−1)n+j |Anj |

 および b =


b1

b2
...

bn


の内積と見ることができる. 内積を行列の積として表現するには片方を転置する必要があり, ここでは
ãj を転置して

j

列∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · bi · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
[
(−1)1+j |A1j | (−1)2+j |A2j | · · · (−1)n+j |Anj |

]

b1

b2
...

bn


= tãjb (13.2.1)

を得る. とくに bとして Aの各列 aiを取ると, 上式の左辺は i = jの場合を除き i列と j列が等しい行
列ゆえ 0となり, i = jの場合は |A|である. すなわち,

tãjai =

|A| j = iのとき,

0 j ̸= iのとき.　
(13.2.2)
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そこで, 行ベクトル tã1,
tã2, · · · , tãnを成分とする行列を Ãとしよう:

Ã :=


tã1
tã2

...
tãn

 =


(−1)1+1|A11| (−1)2+1|A21| · · · , (−1)n+1|An1|
(−1)1+2|A12| (−1)2+2|A22| · · · , (−1)n+2|An2|

...
...

...
...

(−1)1+n|A1n| (−1)2+n|A2n| · · · , (−1)n+n|Ann|

 .
ここで, Ã = [a∗ij ]と成分表示すれば a∗ij = (−1)j+i|Aji|である (転置を取ったため添え字 i, jの位置が入
れ替わっていることに注意せよ). すると式 13.2.2より ÃA = |A|Eを得る:

ÃA =


tã1
tã2

...
tãn

 [a1,a2, · · · ,an] =


|A|

|A|
. . .

|A|

 = |A|E.

練習 13.2.1. 行に関する余因子展開に対して今と同様の議論を行うことで, AÃ = |A|Eを示せ.

定義 13.2.2. n次正方行列 A = [aij ]に対して, 本項で定義した Ã = [a∗ij ] (ただし a∗ij := (−1)j+i|Aji|)
をAの余因子行列という.

これまでの議論により, ÃA = AÃ = |A|Eである. とくに |A| ≠ 0の場合は, 次の逆行列の公式を得る:

定理 13.2.3. 正方行列Aについて, |A| ̸= 0ならばAは可逆でありA−1 =
1

|A|
Ãである.

Proof.
1

|A|
ÃがAの逆行列であることは直ちに確かめられる:

1

|A|
Ã ·A =

1

|A|
· |A|E = E, A · 1

|A|
Ã =

1

|A|
(AÃ) =

1

|A|
· |A|E = E.

命題 12.6.2と定理 13.2.3を合わせて次の同値性を得る. とくに, 条件 |A| ̸= 0は, 定理 6.2.2の諸条件
と同値である.

系 13.2.4. 正方行列Aについて, |A| ̸= 0 ⇐⇒ Aは可逆である.

こうして定理 5.3.2を示すための準備が整った.

定理 5.3.2 (再掲). 二つの n次正方行列 A,DについてDA = Eが成り立てばDはAの逆行列である.

すなわち, AD = Eも成り立つ.

Proof. DA = Eならば |D| · |A| = |E| = 1より, |A| ̸= 0である. ゆえに定理 13.2.3よりAは可逆であり,

逆行列 A−1が存在する. このとき, D = DE = D(AA−1) = (DA)A−1 = EA−1 = A−1よりD = A−1

である.

例 13.2.5. 2次正方行列について, 逆行列の公式 (定理 13.2.3)を適用してみよう. A =

[
a11 a12

a21 a22

]
とす

れば,

a∗11 = (−1)1+1|A11| = a22, a∗12 = (−1)2+1|A21| = −a12,
a∗21 = (−1)1+2|A12| = −a21, a∗22 = (−1)2+2|A22| = a11,

であるから, Ã =

[
a22 −a12
−a21 a11

]
. 更に |A| = a11a22 − a12a21 ̸= 0のとき,

A−1 =
1

|A|
Ã =

1

a11a22 − a12a21

[
a22 −a12
−a21 a11

]
.
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発展 (無限次元の行列).� �
本節で証明を与えた定理 5.3.2は有限次元の仮定の下でしか成り立たない. 次元の概念は後期に

入ってから扱うゆえ, ここではその詳細は控えよう. しかしながら, 成分が無限個ある行列を考える
ことで, 無限次元空間における定理 5.3.2の反例を簡単に挙げることができるゆえ, ここで紹介して
おく. 無限個の成分をもつ行列A,Bを次で定める:

A =


0 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
...

...
...

. . .

 , B =


0 1 0 0 0 0 · · ·
0 0 1 0 0 0 · · ·
0 0 0 1 0 0 · · ·
0 0 0 0 1 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .

 .

無限個の成分をもつ行列の間の積は, 一般には定まらない. 何故なら, 積の各成分を得るには無限個
の数の和を考える必要があり, それは一般には収束せずに数が定まらないからである. しかし, 上の
A,B のように, ほとんどすべての成分が 0の場合は, 各成分の計算は有限個の和と考えられるゆえ
定めることができる. BAおよびABを計算すれば次のようになる:

BA =


1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
...

...
...

. . .

 = E, AB =


0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
...

...
...

. . .

 .

したがってBA = EだからといってAB = Eとは限らない.

有限の世界で成り立つことが無限の世界で成り立たない理由の多くは, 「二つの集合において, そ
れぞれに含まれる要素の個数が一致する」という概念を無限集合にまで拡張したとき (これを専門
用語で濃度が等しいという), その様子が有限集合の場合と著しく異なる点に起因している. この事
実と関係のある現象を, 後で何度か触れることになるだろう.� �

13.3 クラメルの公式の証明

定理 13.3.1 (クラメルの公式). n次正方行列A = [a1, · · · ,an] (ただし各ajはn次列ベクトル)において,

Aが可逆 (すなわち |A| ≠ 0)ならば, 連立 1次方程式 Ax = bの唯一解 x = t[x1, · · · , xn]は, x = A−1b

である (命題 4.1.1). このとき, 各成分 xiは次の式で与えられる:

xj =
|a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an|

|A|
(j = 1, · · · , n).

Proof. Aの余因子行列を Ãとする. 定理 13.2.3よりA−1 =
1

|A|
Ãであるから,


x1

x2
...

xn

 = A−1b =
1

|A|
Ãb =

1

|A|


tã1
tã2

...
tãn

 b =
1

|A|


tã1b
tã2b
...

tãnb

 .
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したがって, 各成分 xj は,

xj =
1

|A|
tãjb =

1

|A|
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · bi · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

最後の等式は式 13.2.1による.

なお, 余因子行列を持ちださずともクラメルの公式を示すことはできる. 行列式への理解を深めるため
に, 余因子行列を用いない別証明を与えておこう:

クラメルの公式の別証明. A = [a1, · · · ,an]と置けば

b = Ax = [a1, · · · ,an]

x1...
xn

 = x1a1 + · · ·+ xnan

である. 行列式 |a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an|を式 13.1.1と同様にして展開すると,

|a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an|
= |a1, · · · ,aj−1, x1a1 + · · ·+ xnan,aj+1, · · · ,an|
= x1 |a1, · · · ,a1, · · · ,an|+ · · ·+ xj |a1, · · · ,aj , · · · ,an|+ · · ·+ xn |a1, · · · ,an, · · · ,an| .

ここで, 上式の第 i項に現れる行列式は, i = j の場合を除き i列と j 列がともに aiであるから, その値
は 0である. また第 j項は xj |A|である. 以上より,

|a1, · · · ,aj−1, b,aj+1, · · · ,an| = xj |A|.

これを移項して求める等式を得る.
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